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1 Vorwort

Die Ordnung ist die Lust der Vernunft, aber die Unordnung
ist die Wonne der Phantasie.

Paul Claudel

Jeder Mensch, der in einem Lexikon gebléttert, eine Telefonnummer gesucht,
Dateiinhaltsverzeichnisse gelesen oder Karten gespielt hat, wird die Ubersicht-
lichkeit von und die Effizienz des Umganges mit geordnet vorliegenden Objekten
bestétigen kénnen.

Die Vor- bzw. Aufbereitung von miteinander vergleichbaren Objekten, wird als
Ordnen, Auslesen, Gruppieren oder auch Sortieren bezeichnet.

Die Objekte werden auch Datensdtze genannt und lassen sich in die fiir die
Sortierung relevanten Schliissel und die iibrige Information einteilen. Je nach
Aufgabenstellung kann diese Einteilung variieren. Die Schliissel konnen sehr
komplex, die Operationen zwischen ihnen somit sehr aufwendig sein.

Da die Datenmengen héufig groff sind und die Sortierung nach der Festlegung
einer Vorgehensweise eine mechanische Aufgabe ist, werden Computer insbe-
sondere als Informationssysteme fiir die Verarbeitung von elektronisch erfafiten
Daten eingesetzt.

Der Entwurf von guten Sortieralgorithmen ist so zu einem fundamentalen Pro-
blem in der Informatik geworden. Der besondere Reiz der bekannten Verfahren
liegt besonders in der Einfachheit der Ideen, die gut erlern-, vermittel- und
iibertragbar sind. Desweiteren ermoéglichen sie vielfach eine prézise und bei-
spielhafte Analyse der Effizienz. Demnach werden Sortieralgorithmen in jeder
programmiertechnischen Ausbildung bis hin zur Universitéit gelehrt.

Die Zeitkomplexitit (vergl. Wegener(1994)) des Sortierproblems ist mittlerweile
sowohl im schlechtesten als auch im mittleren Fall bekannt, d.h. zu den theore-
tisch ermittelten unteren Grenzen existieren Algorithmen, die die gleiche Wachs-
tumsordnung besitzen.

Somit stellt sich die Frage, warum noch an der Weiterentwicklung und Analyse
von Sortierverfahren geforscht wird. Auf der Suche nach Griinden finden sich
folgende Punkte:

1. Jede Verbesserung eines Sortierverfahrens oder der eventuell zugrunde lie-
genden Datenstruktur fithrt direkt zur Verbesserung unzéhliger Program-
me, die einen Zugriff auf sortierte Daten benotigen.

2. Je nach intern oder extern vorliegenden Daten, komplexen oder einfachen
Schliisseln, groflen oder kleinen Datenmengen, Grad der Vorsortiertheit
bzw. Verteilung der Datensiitze, Anforderungen an die Stabilitiit etc. un-
terscheiden sich die zu empfehlenden Algorithmen enorm.

3. Sei es die worst-case Analyse von SHELLSORT oder die average-case
Analyse von HEAPSORT, viele Probleme bediirfen noch einer genauen
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Klarung.

4. Die Angabe der Effizienz eines Algorithmus in der Lanudau’schen O-
Notation verbirgt die Vorfaktoren der zu beschreibenden Funktion. Um
das unterschiedliche Laufzeitverhalten von Sortieralgorithmen zu erkliren,
muf} die Giite der Approximation verbessert werden.

5. Fortschritte des sequentiellen Sortieren haben eine enorme Durchschlags-
kraft in der Fachwelt, die sich seit ihren Anfingen mit dem Problem
beschéftigt und iiber eine gemeinsame Grundlage verfiigt.

In dieser Diplomarbeit wird der Algorithmus WEAK HEAPSORT vorgestellt
und analysiert, der von Ronald D. Dutton 1993 in der Zeitschrift BIT verdffent-
licht wurde.

Duttons Ausfiihrungen ist zu wenig Aufmerksamkeit geschenkt worden.

Die wichtigsten Merkmale dieses Algorithmus fiithren den Leser an die ausgear-
beiten Abschnitte:

Sortieren durch Auswihlen In dieser HEAPSORT-Variante besteht der Sor-
tiervorgang von n Elementen aus einem Aufbau einer PriorityQueue—
Datenstruktur (biggest in, first out) namens Weak-Heap mit anschlielen-
dem n-maligen Entnehmen eines Elementes (vergl. Kapitel 3).

Aufbau Die Weak-Heap Datenstruktur kann mit optimalen n — 1 Vergleichen
und O(n) iibrigen Operationen aufgebaut werden (vergl. Kapitel 3.2.3)
oder ohne Vergleiche aus einem Heap gewonnen werden (vergl. Kapitel
12.2). Das MIN-MAX-Problem kann mit Weak-Heaps optimal gelést wer-
den (vergl. Kapitel 12.1).

Einfachheit der Idee Da sich die Heap-Anforderung als zu restriktiv erweist,
wird sie abgeschwicht (vergl. Kapitel 3.1).

Vergleichskriterien Der WEAK-HEAPSORT-Algorithmus erfiillt alle 7 Kri-
terien an einen Sortieralgorithmus (vergl. Kapitel 2).

Performance Die Laufzeitbestimmungen des best- und worst-cases sind ein-
fach: Mit k = [logn] benotigt der Algorithmus mindestens nk — 2% +1 >
nlogn — n und hochstens nk — 2% +n — k < (n — 1)logn + 0.1n Ver-
gleiche (vergl. Kapitel 3.2). Insbesondere sind die ermittelten Grenzen
scharf (vergl. Kapitel 5 und 6.4), d.h. es gibt Beispiele, bei denen diese
Grenzen auch angenommen werden. Die empirisch ermittelten praktischen
Vergleiche zu bekannten Sortierverfahren bestédrken die auflerordentliche
Geschwindigkeit des Algorithmus (vergl. Kapitel 13).

Verbesserung Der worst-case ld8t sich mindestens um den Summanden log n
entschiirfen (vergl. Kapitel 4).



Bindrer Baum Die generierten und als bindre Baume aufgefafiten Weak-Heaps
lassen sich in einen Allgemeinen Heap einbetten, sind untereinander gleich-
verteilt, und die Anzahl ist damit leicht zu bestimmen (vergl. Kapitel 3.1
und 7.2).

Riickwirtsbetrachtung Der Algorithmus l483t sich sowohl in der Aufbau-
als auch Auswahlphase riickwirtig studieren und ermoglicht so, Aussa-
gen iiber die Struktur, Anzahl und Verteilung von Weak-Heaps zu ma-
chen (vergl. Kapitel 8 und 9). Diese Betrachtung bietet vielversprechen-
de Ansitze zur average-case Analyse (vergl. Kapitel 11.2). Letztendlich
konnen alle Weak-Heaps auch riickwértig aus dem einzigen Weak-Heap
der Grofle 1 generiert werden (vergl. Kapitel 11.3).

Datenstruktur Der Weak-Heap bietet als PriorityQueue auch im allgemeinen
Fall effiziente Operationen an. Das Einfiigen ist in ungefihr (logn)/2, das
Loschen in exakt [log(n + 1)] — 1 Schritten méglich (vergl. Kapitel 12.3).

Den Stérken des Algorithmus steht eine zu diskutierende Schwiche entgegen.
Pro Schliissel ist ein Zusatz- bzw. Informationsbit fiir den Algorithmus unab-
dingbar.

Da allgemeine Schliisselvergleichsverfahren erst fiir das Sortieren komplexer
Schliissel (reelle Zahlen, viele Entititdten) zu empfehlen sind, wird die Zeit
fiir den Vergleich als auch den Tausch zweier Objekte als grofl angesehen.
Der Tausch von zwei Datensédtzen bzw. deren Schliissel kann jedoch durch
den Tausch von Zeigern auf die entsprechenden Stellen simuliert werden. So
ist die Anzahl der Vergleiche in der Theorie zum Maflstab der Analyse gewor-
den: Ein Zeiger und damit insbesondere ein Bit sind demnach klein gegeniiber
der Schliisselgrofle.

Vielfach wird der volle zu Verfiigung stehende Wertebereich der auftretenden
Schliissel nicht ausgeschopft und das Zusatzbit kann hiufig effektiv, z.B. als Vor-
zeichenbit, integriert und verarbeitet werden. Praktisch wird somit kein zusétz-
licher Speicherplatz verbraucht.

Auch der zur Sortierung am héiufigsten verwendete QUICKSORT Algorithmus
benotigt Zusatzspeicher in Form eines Rekursionsstacks mindestens logarith-
mischer Grofle, indem die lokalen Indexvariablen und die Riicksprungadressen
abgelegt werden miissen. Die meisten Implementierungen benétigen jedoch aus
zwei Griinden einen Stack linearer Grofle: aus einer naheliegenden jedoch un-
geschickten — Abarbeitung der aufgeteilten Objektmenge (der kleinere Teil muf}
vor dem grofleren abgearbeitet werden), als auch durch die Unfihigkeit vieler
giangiger Interpreter bzw. Compiler, End- bzw. tail-Rekursionen zu erkennen
(vergl. Abelson und Sussman (1984)).

Die Anforderung, innerhalb der gegebenen Datenarraystruktur ohne grofien
Speicheraufwand sortieren zu kénnen, erscheint trotz der Notwendigkeit von
linear vielen Zusatzbits erfiillt.
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Demnach sollte der WEAK-HEAPSORT Algorithmus sowohl in programmier-
technischen Ausbildungen als auch an der Universitit neben den anderen Ver-
fahren gleichberechtigt gelehrt werden.

Literaturverweise zu Sitzen oder Hilfssétzen befinden sich durchgehend hinter
dem Wort 'Beweis’. Wesentliche Verdnderungen zu den referierten Originalar-
beiten werden durch Fufinoten hervorgehoben.

In erster Linie danke ich Herrn Univ. Prof. Dr. Ingo Wegener fiir die ausgezeich-
nete fachliche und personliche Betreuung meiner Diplomarbeit. Weiterhin gilt
mein Dank Erik Dérnenburg und Frank Rettberg, die mich bei der Implementie-
rung der Algorithmen fiir das in Kapitel 13 beschriebene Programm Sorting in
Action unterstiitzten. Erik Dérnenburg und Armin M. Warda haben mir aufler-
dem einige wertvolle Hinweise bei den abschliefenden Korrekturen der Arbeit
gegeben.

Ich mochte diese Diplomarbeit Dr. John Kelly widmen, dessen sprachfufinoten-
reiche Vorlesungen am University College Dublin ich wihrend meines Ausland-
aufenthaltes genieen durfte und der Anfang dieses Jahres verstarb. Trotz oder
gerade aufgrund der von mir geteilten mathematischen Leidenschaft beschéftigte
er sich mit der Grenze menschlicher und kiinstlicher Intelligenz (Kelly (1993)),
dessen Essenz ich gerne abschlielend sinngemif zitieren méchte und somit eine
Absage der Ubertragung von Vergleichbarkeiten menschlichen und maschinellen
Sortierens auf die der Intelligenz erteile:

1. Die Natur menschlicher Intelligenz ist schwer erfaflbar und lit keine
fiigsame Formalisierung oder effektive Charakterisierung zu.

2. Soweit heutzutage verstanden und mittels konzeptioneller Analyse enthiillt,
existiert eine grofie Divergenz zwischen der Ontologie (Lehre des Seins) der
Maschine und des Menschen.

3. Computer werden irrtiimlicherweise als Symbolprozessoren charakterisiert.
In ihnen selbst sind sie blof} Signalprozessoren.

4. Computer Systeme, sowohl die traditionelle Hardware oder Software oder
die modernen neuronalen Netze, konnen am besten als Texte verstanden
werden.

5. Computer haben keine Moglichkeit, in einem tiefen Sinn des Wortes zu
handeln. Sie tun nichts.

6. Falsche Konzepte iiber die Moglichkeiten von Computern und Fehlinter-
pretationen der Computerrechenleistung entstehen aus:
e {ibertriebener Vermenschlichung von Maschinen,

e dem Zauber eines existentiellen Irrtums oder dem Trugschluf} falsch-
plazierter Korrektheit,



e der Abhiingigkeit von einer einfachen Liste, die eine notwendige Ein-
heit darbieten soll,

e unangemessene Einstellung zur Stirke der Wissenschaft]...]

e dem Glauben an die Zul&ssigkeit von Sprache.

7. Die Abhingigkeit der Computer von der menschlichen Sprache zeigt die
Grenzen ihrer Moglichkeiten auf, da menschliche Erkenntnis, sogar sprach-
verbundene Erkenntnis, ultimativ in Unaussprechlichkeit wurzelt.

Stefan Edelkamp
Universitat Dortmund
September 1995
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Einleitung

Die Wissenschaft fingt eigentlich erst da an, interessant zu
werden, wo sie aufhdrt.

Justus von Liebig

Allgemeine Schliisselvergleichsverfahren benttigen im worst-case nach Stirlings
Approximation von n! (vergleiche Anhang) durch Betrachtung des biniiren Ent-
scheidungsbaumes mindestens

[log(n!)] = nlogn — nloge + O(logn) ~ nlogn — 1.4427n

und im Mittel mindestens

Mlog(n!)] — 206" > Tlog(nl)] — 1

Vergleiche.
Um Sortierverfahren untereinander vergleichen zu konnen, werden 7 Kriterien
aufgestellt (vergl. Wegener (1995)):

1.

Das Sortierverfahren sollte allgemein sein. Objekte aus beliebig geordneten
Mengen sollten sortiert werden kénnen.

. Die Implementation des Sortierverfahrens soll einfach sein.

Das Sortierverfahren soll internes Sortieren ermdoglichen. Dabei steht ne-
ben den Arrayplitzen nur sehr wenig Platz zur Verfiigung.

. Die durchschnittliche Zahl von wesentlichen Vergleichen, d.h. Vergleichen

zwischen zu sortierenden Objekten soll klein sein. Sie soll fiir ein méglichst
kleines ¢ durch nlogn + ¢n beschrinkt sein.

Die worst-case Zahl von wesentlichen Vergleichen soll klein sein. Sie soll
fiir ein moglichst kleines ¢’ durch nlogn + ¢'n beschrinkt sein.

. Die Zahl der iibrigen Operationen wie Vertauschungen, Zuweisungen und

unwesentliche Vergleiche soll hochstens um ein konstanten Faktor grofier
als die Zahl der wesentlichen Vergleiche sein.

Die CPU-Zeit fiir jede iibrige Operation soll klein gegeniiber der CPU-Zeit
fiir einen Vergleich zweier komplexer Objekte sein.

BUCKETSORT basiert auf der Darstellung der zu sortierenden Elemente
und ist somit kein allgemeines Verfahren (Kriterium 1).



MERGESORT ist ein Divide-and-Conquer Algorithmus und benétigt fiir
n = 2¥ durch ein paralleles Durchlaufen der schon sortierten Teillisten nur
nlogn —n + 1 Vergleiche, allerdings ein Array der Linge 2n. Da n recht grof3
sein kann, ist man an 'In-Situ’ Algorithmen (Kriterium 3) interessiert. Daher
ist MERGESORT nur zum externen Sortieren geeignet.

INSERTIONSORT (Steinhaus (1958)) ist eines der einfachsten Sortierver-
fahren. Es benotigt durch n-maliges Einfiigen mittels bindrer Suche weniger als

i [log(i +1)] = Z[log(?)] < Z log(i +1) =log(n!) +n —1

Vergleiche, aber die Anzahl der Vertauschungen liegt selbst im average-case in
O(n?). Das Interesse gilt aber Sortieralgorithmen, deren Anzahl von Vertau-
schungen und anderen nicht-essentiellen Operationen klein ist (Kriterium 6).

SHELLSORT (Shell (1959)) besitzt als weiteren Parameter eine Folge von
natiirlichen Zahlen hq, ..., h;. Dabei wird sukzessiv INSERTIONSORT auf den
Elementen aufgerufen, die einen Abstand h; mit i = ¢, ..., 1 zueinander besitzen.
Die geeignete Auswahl der Abstandsfolge ist sehr entscheidend fiir das Laufzeit-
verhalten von SHELLSORT. Es werden im folgenden die Ergebnisse fiir den
worst-case von Operationen (Vergleiche und Vertauschungen) zusammengefaf3t.
Shell (1959) schlug die Abstandsfolge (1,2, ...,2*) vor, doch liefert sie im Falle
n = 2* eine quadratische Laufzeit. Eine von Hibbard (1963) vorgeschlagene Se-
quenz ergab in der Analyse von Papernov und Stasevich (1965) O(n?/?). Pratt
(1979) gab eine O(log” n) lange Folge an, die zu ©(n log” n) vielen Operationen
fithrt. Sedgewick (1986) verbesserte die Grenze von O(n®/?) auch fiir O(logn)
beschrinkte Folgen auf O(n*/?) und in Zusammenarbeit mit Incerpi (1985) gab

er als Weiterentwicklung dieser Idee die obere Grenze von O(n'*¢/ V198 ™) fiir ein
€ > 0 an. Poonen (1993) zeigte, dafi dies die bestmogliche Schranke ist. Cypher
(1993) bewies fiir SHELLSORT Netzwerke und fiir monoton fallende Abstands-
folgen eine MindestgroBe von Q(nlog”n/loglogn). Letztendlich fand Poonen
(1993) eine untere Grenze von Q(n(logn/loglogn)?) Operationen unabhingig
von den gewéhlten Abstinde auch fiir SHELLSORT als allgemeines Sortierver-
fahren. Die Analysen begriinden sich vielfach auf die Anzahl der Inversionen
(vergl. Knuth (1973)) und auf die Betrachtung des Frobenius-Problems (Brauer
(1942)).

Festgehalten werden sollte, dal SHELLSORT fiir vorsortierte oder mittelgrofe
Eingaben (wenige Tausend) schneller ist als nahezu alle bekannten schnellen
Sortierverfahren.

QUICKSORT (Hoare (1962)) ist das wohl bekannteste, auf einer Partitio-
nierung der Schliisselmenge beruhende Sortierverfahren. Damit liegt der we-
sentliche Aufwand des Divide-and-Conquer Ansatzes im divide Schritt (n — 1
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Vergleiche). Dort wird die endgiiltige Position k eines ausgewihlten Elementes
x ermittelt und die Schliisselmenge in einen von z dominierten bzw. in einen =z
dominierenden Teil eingeteilt.

Der Algorithmus bendtigt bei ungiinstiger Aufteilung der Objektmenge ©(n?)
viele Vergleiche. Fiir den average-case an Vergleichen V' (n) findet sich durch die
Mittelung der moglichen Félle folgende Rekursionsgleichung:

(o0 n € {0,1}
V(n){ n—1+150 (Vk-1)+V(n—k) n>2

Diese Summe 148t sich zu folgender Gleichung vereinfachen:
V(n)=2(n+1)H, — 4n,

wobei H,, = Y"1 | 1/i die n-te Partialsumme der Harmonischen Reihe bezeich-
net. Die Harmonische Reihe 1dt sich gut approximieren (vergl. Anhang) und
man erhilt fiir die mittlere Anzahl der Vergleiche:

V(n) =~ 1.386nlogn — 2.846n + O(logn)

CLEVER-QUICKSORT ist eine von Hoare (1962) vorgeschlagene verbes-
serte Variante von QUICKSORT. Da das Partitionselement weit vom Median
entfernt sein kann, wird das mittlere Element z von drei zur Partition vor-
geschlagenen Objekten ermittelt, und die Partitionierung der iibrigen Objekte
beziiglich dieses Elementes durchgefiihrt. Bei ungiinstiger Aufteilung der Ob-
jektmenge sind wieder ©(n?) viele Vergleiche nétig, doch der average-case wird
deutlich gesenkt.

Der Median dreier Objekte kann in durchschnittlich 8/3 Vergleichen gefunden
werden, was leicht durch Fallunterscheidung zu verifizieren ist. Damit benétigt
der divide Schritt im Mittel n — 3+ 8/3 = n — 1/3 Vergleiche. Die Wahrschein-
lichkeit, daB = an der Position k steht, ist gleich (k —1)(n — k)/(3), da es dann
k — 1 Positionen fiir das kleinere und n — k Positionen fiir das grofiere Objekt
gibt.

Fiir den average-case an Vergleichen V' (n) gilt demnach folgende Rekursonsglei-
chung;

0 n € {0,1}
V)= ! . n=2
n—g+(3) k=D -BVE-D+V(-k) n=2

Diese Summe lifit sich fiir n > 6 zu folgender Gleichung zusammenfassen (We-
gener (1995)):

12 477 223 252
Zn+DH, | — —Ip4 22
7 DHno = e+ To 4 o

1.188nlogn — 2.255n 4+ O(log n).

V(n)

Q



Wird der Median nicht aus drei sondern aus 2k + 1 Elementen gebildet, 148t sich
das mittlere Laufzeitverhalten noch verbessern und es ergibt sich eine Komple-
xitét von agn logn+0(n) mit konstanten ay > 1. Bei wachsendem k konvergiert
ay gegen 1 (vergl. van Emden (1970)).

Derzeit ist keine QUICKSORT-Variante bekannt, deren average-case durch
nlogn + o(nlogn) beschrinkt ist.

HEAPSORT wird in Kapitel 6.1 beschrieben.
BOTTOM-UP-HEAPSORT wird in Kapitel 6.2 beschrieben.

MDR-HEAPSORT wird in Kapitel 6.3 beschrieben.

3 Der WEAK-HEAPSORT Algorithmus

Ordnung ist die Verbindung des vielen nach einer Regel.

Immanuel Kant

Analog zum HEAPSORT ist auch beim WEAK-HEAPSORT fiir das Verstind-
nis die Betrachtung des Heaps als bindrer Baum von seiner Einbettung in ein
Array zu trennen.

In diesem Kapitel wird der WEAK-HEAPSORT Algorithmus (Dutton (1992)
und (1993)) vorgestellt und das Laufzeitverhalten analysiert.

3.1 Der Weak-Heap als binidrer Baum

Wenn sich ein Baum zu beugen versteht, wird er nie vom
Wind gebrochen.

Aus Afrika

Im folgenden bezeichne T einen bindiren Baum, afi], 1 < i < n, den Wert des
Schliissels fiir den Knoten i, root(T') die Wurzel von T', rT' () (bzw. IT (z)) den
rechten (bzw. linken) Teilbaum von z, dessen Wurzel rchild(z) (Ichild(z)) ist,
umgekehrt ist Parent(z) der Vorginger im Baum. Mit |T'| wird die Anzahl der
Knoten in T beschrieben. Sei depth(x) die Tiefe von z, d.h. der Abstand zur
Wurzel, und Depth(T) das Maximum iiber alle z € T. Desweiteren bezeichne
height(x) die Hohe von z im Baum, d.h. den maximalen Abstand von z zu
einem Blatt, ¢(z) € {0,1,2} die Anzahl der Kinder von z.

Definition 1 Fin (Maz-)Weak-Heap ist ein bindrer Baum T mit den folgen-
den FEigenschaften:



10 3 DER WEAK-HEAPSORT ALGORITHMUS
(W1) Der Wert an jedem Knoten ist grifler oder gleich den Werten an den
Knoten des rechten Teilbaumes, d.h. Yz € T,Vy € rT(z) : a[z] > aly].

(W2) Die Wurzel hat keinen linken Teilbaum, d.h 1T (root(T)) = (.
(W3) Aufer der Wurzel haben die Knoten nur dann weniger als zwei Kinder,

wenn sie auf den letzten beiden Leveln des Baumes liegen, d.h.
c(z) < 2= ((x =root(T)) V (depth(xz) > Depth(T) — 1)).

Abbildung 1: Beispiel eines Weak-Heaps.

Damit ist gesichert, dafl trotz der geringeren Anforderungen der maximale Wert
am Wurzelknoten anliegt. Die Definition wirkt sich unmittelbar auf die sich
ergebenen Teilstrukturen aus (vergl. Abb. 2).

Abbildung 2: Schematische Darstellung der Weak-Heap-Datenstruktur.
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Definiert man mit (i,j) den bindiren Baum in Weak-Heap-Form aus Wurzel i
und rechtem Teilbaum mit Wurzel j, so ist fiir alle i € {1,...,k} (i,root(T;))
ein Weak-Heap, denn (W3) vererbt sich an die jeweilige Teilstruktur. Uber die
Grofle der in Abb. 2 dargestellen Teilbdume T3, 4 € {1,..., k}, liBt sich folgendes
Resultat erzielen:

Hilfssatz 1 Fir alle i € {1,...,k} gilt:
2k 1 < Ty < 2k g,

Beweis: Ein vollstindiger bindrer Baum der Tiefe k hat 2¥+! —1 Knoten. Nach
(W3) hat T; minimal die Gréle eines vollstéindigen bindiren Baumes der Tiefe
k —i — 1 und maximal die Grofle eines vollstindigen bindren Baumes der Tiefe
k—i. O

Bei der Sortierung mittels eines Weak-Heaps wird in Analogie zu HEAPSORT
das Wurzelelement als Maximum in die schon sortierte Reihenfolge iibernommen
und die Strukturinvarianz der Definition wieder hergestellt. Der Weak-Heap
zerfillt in einen Wald von mehreren Teil-Weak-Heaps, die wieder miteinander
verbunden werden miissen. Um die Beziehung zwischen den Wurzeln des sich
ergebenen Waldes und der ehemaligen Wurzel zu beschreiben, betrachte man
folgende grofielterliche Relation.

Definition 2

| Gparent(Parent(x)) falls x linkes Kind,
Gparent(z) = { Parent(zx) falls x rechtes Kind.

y € S <= Gparent(y) = .

Damit ist
S, = {rchild(z)} U {y | y ist von rchild(z) nur iiber linke Kinder erreichbar}.

Abbildung 3: Veranschaulichung der Relation Gparent.
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Soist z.B.in Abb.2 S,,0¢(7) = {1,2, ..., k}. Seien (z, rchild(x)) und (y, rchild(y))
zwei gegebene Weak-Heaps, rchild(xz) = root(Th), rchild(y) = root(T). Ohne

Beschrinkung der Allgemeinheit (0.B.d.A.) wird angenommen, daf} a[z] > a[y]

ist. Dann ergibt die folgende Merge, ({x,rchild(x)), (y, rchild(y))) — Sequenz:

1. root(T') = =z,
2. lchild(y) = rchild(z),
3. rchild(root(T")) = vy,

einen Baum mit (W1) und (W2), allerdings nicht notwendigerweise auch mit
(W3) (vergl. Abb. 4).

Abbildung 4: Merge von zwei Weak-Heaps, 0.B.d.A. a[z] > a[y].

Um diese Bedingung zu sichern, wird der Begriff der Kompatibilitit zwischen
zwei Weak-Heaps eingefiihrt:

Definition 3 Zwei Weak-Heaps T',T" werden kompatibel genannt, wenn die
Tiefen aller Knoten mit weniger als zwei Kindern mit Ausnahme der Wurzeln
sich maximal um 1 unterscheiden, d.h.

Ve e{zeT —root(T") | c(z) < 2},Vy € {z € T" —root(T") | c¢(2) < 2} :
| depth(z) — depth(y) |< 1.

Nun kann ein modifiziertes Merge' eingefiihrt werden, dafl auf einem Knoten z
und einem Baum T wirkt. Sei y = root(T'), unter der Voraussetzung, daf} fiir

alle z € IT(y) alx] > a[z] gilt, definiere:
Mergey(x,T) := Mergei ({z,root(IT(y))), (y, root(rT(y)))). (1)

Es ergibt sich folgende Fallunterscheidung:

Tn Duttons Arbeit findet sich eine solche fiir das Verstiindnis niitzliche Unterscheidung
der Merge Operationen nicht.
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a) b)

T rT rT T

Abbildung 5: Modifiziertes Merge: a) a[z] > aly], b) aly] > a[z].

a) a[z] > a[y]: z wird zur Wurzel des entstehenden Weak-Heaps, wobei rchild(z)
auf y gesetzt wird.

b) aly] > a[z]: y wird zur Wurzel des entstehenden Weak-Heaps, wobei Ichild(x)
auf rchild(y), rchild(x) auf lchild(y) und letztendlich rchild(y) auf = ge-
setzt wird.

Satz 1 Sei T bindrer Baum mit y = root(T'), sowie {x,IT(y)), (y,rT(y)) kom-
patible Weak-Heaps. Dann ist Merges(x,T) ein Weak-Heap.

Beweis: (Dutton (1992)?) Da (x,IT(y)) ein Weak-Heap ist, folgt fiir alle k €
IT(y) : a[z] > alk], ebenso ist (y,rT(y)) ein Weak-Heap und damit gilt fiir alle
ke rT(y) : aly] > a[k]. Fiir den Fall a[z] > a[y] ergibt sich mittels Transitivitit
fiir alle k € rT'(y) : a[z] > alk] und damit insgesamt fiir alle k € T : a[z] > a[k].
Analog ergibt sich im Falle af[y] > afz] fiir alle k¥ € IT(y) : aly] > a[k] und
damit fiir alle k € T : afy] > a[k]. Die Vertauschung der Teilbdume in T ist
notwendig, da keine Dominanz von a[z] gegeniiber Schliisseln in rT'(y) gesichert
ist. Damit sind (W1) und (W2) erfiillt und die Kompatibilitiit sichert in beiden
Féllen unmittelbar (W3) des so entstehenden Weak-Heaps. O

Die Operation Merges(z,T) bendtigt nur einen Schliisselvergleich, allerdings
muf} die Vertauschung der Teilbdume realisiert werden.

Zur Initialisierung des WeakHeaps T (WeakHeapify(T)) wird jeder Kno-
ten j mittels Merges mit seinem Grofelternteil Gparent(j) verbunden. Da-
bei miissen die n — 1 Aufrufe von den Blittern zur Wurzel (bottom—up)
hin organisiert werden, d.h. Merges(Gparent(j),j) kann nur dann aufge-
rufen werden, wenn sowohl Merges(Gparent(rchild(j)),rchild(j)) als auch
Merges(Gparent(lchild(j)),lchild(j)) terminiert sind. Damit kann gesichert

2Ebendortiges (Ebd.) Lemma 2.1 und Theorem 3.2 wurden zu diesem Satz konzeptionell
neu verbunden.
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werden, dafl immer grofler werdende Weak-Heaps gebildet werden, so daf} letzt-
endlich gilt:

Satz 2 Nach der Terminierung von WeakHeapify(T) ist T ein Weak-Heap.

Beweis: (Dutton (1992)%) Annahme: Es existiert ein j, so daf
Merges(Gparent(j),j) = (Gparent(j), j) kein Weak-Heap ist. Dann wiihle ein
solches j maximal in dem Sinne, daf} der rechte Teilbaum entweder leer oder
die Weak-Heap-Riickgabe (Gparent(rchild(j)),rchild(j)) = (j, rchild(j)) eines
vorangegangenen M erges—Aufrufes ist und der linke Teilbaum entweder leer
oder der Weak-Heap (Gparent(lchild(j)),lchild(j)) = (Gparent(j), lchild(j))
ist. Die Ausfiihrung von Merges(Gparent(j),j) liefert aufgrund Satz 1 nun
einen Widerspruch zur Annahme. Also gilt fir alle j, dal (Gparent(j),j) ein
Weak-Heap ist, somit insbesondere T' = (root(T'), rchild(root(T)). O

Um die Neuverbindung des sich durch die Wurzelentnahme ergebenden Wal-
des aus Teil-Weak-Heaps mittels MergeForest zu organisieren, sei Syoot(T) =
{1,2,...,k} gegeben und die Wurzel entfernt. Aufbauend auf Merge, kann
dieser so entstehende Pfad bottom—up genutzt werden. Sei dazu m ein belie-
big(!) gewéhltes Element auf dem untersten Level, das die nichste Wurzelpo-
sition repésentieren wird. In dem Falle, dafl k£ kein rechtes Kind hat, erweist
sich die Wahl von m = k als sehr vorteilhaft, da sich dadurch der Pfad auf
{1,2,...,k — 1} verkiirzt, d.h. z kann mit k — 1 statt mit & initialisiert werden.

Nacheinander fithre fogendes Anweisungspaar bis zum Erreichen der Wurzel aus
(vergl. Abb.6):

1. Merges(m,x)

2. x + Parent(z).

Hierbei repriisentiere x jeweils die Teilbdume T; zu z = root(T;).
Die Korrektheit dieses Ansatzes belegt folgender

Satz 3 Sei (i,T;),i € {1,...k}, ein Weak-Heap-Wald. Nach Ausfihrung der
Prozedur MergeForest fiir ein beliebig gewdhltes m ist (m,1) ein Weak-Heap.

Beweis:(Dutton (1992)*) Nach der Initialisierung (Fall m # k) ist  der weitest-
links stehende Knoten ohne Kinder, mit dem m verbunden wird. Da z Blatt
ist, sind die Voraussetzungen fiir die Merges- Operation trivialerweise erfiillt.
Somit ist (m,z) ein Weak-Heap. Aufgrund der einleitenden Bemerkung ist fiir
allei € {1,...,k}: (i,root(T;)) ein Weak-Heap, d.h. in unserem Falle ist nach
x < Parent(z) (x,root(T;)) ein Weak-Heap. Wieder sind alle Voraussetzungen
fiir Mergey erfiillt, was letztendlich darin gipfelt, da3 (m,1) ein Weak-Heap
wird. Im Falle m = k ist x grofler als rchild(z), also auch ein Weak-Heap, und
die Beweisfiihrung erfolgt analog. O

3Ebd. Lemma 2.3 und Theorem 3.3 wurden zu diesem Satz konzeptionell neu verbunden.
4Ebd. Lemma 2.2 und Theorem 3.4 wurden zu diesem Satz konzeptionell neu verbunden.
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Abbildung 6: Sukzessive Vermengung von m mit den eweiligen Teilbdumen bei
MergeForest.

3.2 Einbettung in ein 1-dimensionales Array

Wenn wir nicht von vorne anfangen, diirfen wir nicht hof-
fen, weiter zu kommen.

Johann Gottfried Seume

Die Einbettung eines biniren Baumes T' der Grofie n in ein Array a[l], ..., a[2"—
1] ist eine wohldefinierte injektive Abbildung mit den folgenden Eigenschaften:

1. Die Wurzel root(T) wird auf die Arrayposition 1 abgebildet.

2. Falls die v € T' auf die Arrayposition z abgebildet wird, so wird lchild(v)
auf die Position 2z und rchild(v) auf die Position 2z + 1 abgebildet.

Ist der Bindrbaum von links aufgefiillt, so geniigen die n Arraypositionen
a[l],...,a[n] fir dessen Einbettung, d.h. die Zuordnung ist bijektiv. Gilt zusitz-
lich fir alle 1 < |j/2| < j < n:a[|j/2]] < a[j], so spricht man von einem Heap.
Der Vorteil der Arraydarstellung liegt in der konstanten Zugriffszeit fiir die ge-
gebenen Positionen.

Um auch Weak-Heaps in einem Array der Grofie n einbetten und effizient ver-
walten zu koénnen, mufl die Vertauschung von Teilbdumen in konstanter Zeit
realisiert werden. Die Idee ist nun, ein Boole’sches Array Reverse zu verwal-
ten, dessen Eintrige Reversez] € {0,1} angeben, ob die zu einem Knoten
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x korrespondierenden Teilbdume vertauscht sind oder nicht. Das rechte Kind
von z kann mit 2z + Reverse[z], das linke Kind mit 2z + 1 — Reverse[z] ge-
routet werden. Dementsprechend wird die von der gewiinschten Belegung von
Reverse abhingige Einbettung eines Weak-Heaps T der Grofle n in ein Array
al0],...,a[n — 1] wie folgt festgelegt:

1. Die Wurzel root(T) wird auf die Arrayposition 0 abgebildet.

2. Falls der Knoten v € T auf die Arrayposition x abgebildet wird, so wird
lchild(v) auf die Position 2z + Reverse[z] und rchild(v) auf die Position
2z + 1 — Reverse[z] abgebildet.

Sind alle Reverse Bits auf 0 gesetzt, so entspricht diese Abbildung mit Ausnah-
me der Wurzelstelle der Standardeinbettung eines von links aufgefiillten bindren
Baumes. Die einen Bindrbaum in Weak-Heap Struktur beschreibende Eingabe
des Algorithmus wird zum Beipiel so in ein Array eingebettet werden.

Wichtig ist die Beobachtung, dafl nicht alle bindren Bidume, die (W1)-(W3)
erfiillen, sich auf ein Array der Gréfie n abbilden lassen (vergl. Kapitel 4.2 und
7.2).

Es kénnen und werden jedoch in dieser Datenstruktur alle angegebenen und auf
der Eingabe aufbauenden konzeptionellen Algorithmen verwirklicht und analy-
siert.

3.2.1 Die Funktion Gparent

Da z genau dann linkes Kind ist, wenn odd(z) = Reverse[|z/2]], realisiert
folgende Funktion definitionsgemifl Gparent:

PROCEDURE Gparent (j)
WHILE odd(j) = Reverse[j DIV 2] DO j = j DIV 2
RETURN j DIV 2

END Gparent.

Die Prozedur Gparent wird nur in der Aufbauphase des Sortiervorganges auf-
gerufen, wo fiir alle betrachteten Werte j Reverse[j DIV 2] noch mit 0 initia-
lisiert ist. Darum I48t sich das Pridikat odd(j)=Reverse[j DIV 2] auch durch
das Prédikat even(j) ersetzen.

3.2.2 Die Funktion Merge

Die Ubertragung von Merges wird von nun an verkiirzt mit Merge bezeichnet
und gestaltet sich wie folgt:

PROCEDURE Merge(i,j)
IF a[i] < a[j] THEN
swap(alil,aljl);
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Reverse[j] = 1 - Reverse[j];
FI
END Merge.

3.2.3 Die Funktion WeakHeapify

Weak-Heaps konnen in der Arrayeinbettung wie folgt generiert werden:

PROCEDURE WeakHeapify
FOR j = n-1 DOWNTO 1 DO Merge(Gparent(j),j)
END WeakHeapify.

Nach Satz 2 berechnet diese Funktion einen initialen Weak-Heap, da
Merge(Gparent(j),j) nur dann aufgerufen wird, wenn sowohl
Merge(Gparent(rchild(j)), rchild(j)) als auch
Merge(Gparent(lchild(j)), lchild(j)) terminiert sind.

Hilfssatz 2 .
> kb= (n 127 42 (2)
k=0

Beweis: Der Beweis stiitzt sich auf die Finitisimalrechnung (vergl. Graham
(1989)): Sei Af(z) = f(z+ 1) — f(x) die Definition eines Differenzoperators in
diskreter Analogie zum Differentialoperator im kontinuierlichen Fall. Dann gilt
(vergl. mit Fundamentalsatz der Analysis):

> g(z)dz = f(z) + C <= g(z) = Af(2),

wobei Y g(x)dz die uneigentliche Summe von g bezeichnet, d.h eine Klasse von
Funktionen auf die der Differenzoperator wieder g(z) liefert. C' représentiert
eine Funktion p mit p(z + 1) = p(z),z € Z. Uber diesen Ansatz lassen sich die
eigentlichen Summen bestimmen:

S g = f@) 1]
= f(b) - f(a)
Wichtig ist letztendlich die folgende induktiv beweisbare Betrachtung:
b—1
Satk) = 3 gl
k=a

Die Gleichsetzung f(z) = Af(z) = f(x+1)— f(x) liefert eine Losung f(z) = 2°.
AuBerdem ist Az =z +1—z=1.
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Analog zur partiellen Integration existiert eine partielle Summationsformel:

Z u(z)Av(z)dz = u(x)v(x) — Z Au(z)v(x + 1)

Fiir den zu beweisenden Spezialfall gilt demnach:

zn:ka = ZZH 2%0x
k=0

(TQT o 2m+1) |(7]1,+1
((n+1)27+t —2n+2) (0.2 —21)
= (n—-1)2""" 420

Satz 4 Fiir n = 2% betrigt die Gesamtzahl BO(n) von Bitoperationen von
Weak Heapify:
BO(n) =2n —k — 2.

und somit ist BO(n) € O(n).

Beweis: Abb. 7 veranschaulicht die formelmifliige Berechnung von BO(n):

Abbildung 7: Analyse der Gesamtlinge der Pfade, die durch Gparent definiert
sind.

Auf jedem Level verdoppelt sich die Gesamtlinge der Pfade und es kommt ein
ein Pfad der Lange k hinzu, da fiir alle v € S, (1) der Abstand von Gparent(v)
zu v um 1 gewachsen ist. Somit gilt die folgende Rekursion:

BO(2) = 1 (3)
BO(2Y = 2-BOQ" " +k (4)
und damit:
BO(2¥) = 2'-BO2 ') +k

= 2. (2-BOR"H)+k—-1)+k
= 22.(2-BO@2" %) +2'(k — 1) + 2%
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k—2
= 221 BO@2") + ) 2/(k )
§=0

k—2 k—2
= n/2+kY V=) ¥

Jj=0 Jj=0
= n/24+kQ2" 1 1) (k-3)2F1 -2
= n/2+ k2 — k- k2" 4 3n/2 -2
= 2n —logn — 20

Satz 5 Die Initialisierung ist mit n — 1 wesentlichen Vergleichen und O(n)
anderen Operationen effizient durchfihrbar.

Beweis: (Dutton (1993)%) Offensichtlich wird fiir alle j € {1,...n — 1} die
Funktion Merge(Gparent(j),j) aufgerufen. Sie benotigt jeweils einen Schliissel-
vergleich.

Die Anzahl der Bitoperationen eines Gparent(j)-Aufrufes ist gleich der Entfer-
nung von Gparent(j) und j im Baum (dist(Gparent(j), 7)),

da die Berechnung von [j/2] (j div 2) und odd(j) (5 mod 2 # 0) als eine
Maschinenoperation angesehen werden kann. Die Zahl dieser Operationen ist
wiederum nach Satz 4 durch O(n) beschrénkt. O

Dennoch soll auf eine einfache von Dutton nicht betrachtete rekursive Implemen-
tation von WeakH eapi fy hingewiesen werden, die die (Gparent(j), j)-Paare in
anderer, aber zulissiger Reihenfolge besucht (Aufruf: WeakH eapi fy*(0)).

PROCEDURE WeakHeapify* (h)
j=2n+1
WHILE 2j < n DO j = 2j
WHILE j > h DO
IF 2j + 1 < n THEN WeakHeapify*(j)
Merge (h,j)
j = j DIV 2
0D
END WeakHeapifyx.

Hierbei wird fiir jedes Element j € S;, die Funktion bottom-up rekursiv aufge-
rufen, falls iberhaupt ein rechtes Kind existiert. Die Rekursionstiefe ist durch
die Anzahl der Wechsel in den rechten Teilbaum, also durch log(n) beschrinkt.
Auch hier wird Merge(h = Gparent(j),7) nur dann aufgerufen, wenn sowohl
Merge(Gparent(rchild(j)), rchild(j)) als auch

Merge(Gparent(lchild(j)), lchild(j)) terminiert sind, da WeakH eapi fy*(h) re-
kursiv WeakHeapi fy*(j) fiir alle j € Sp, aufruft, bevor Merge(h, j) ausgefiihrt
wird. Der Satz 2 findet demnach auch hier seine Anwendung zum Beleg der

5Ebd. ist die Anzahl der iibrigen Operationen nicht analysiert worden.
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Korrektheit. Die Anzahl der Bitoperationen bleibt durch O(n) beschrinkt, da
jede Baumkante maximal zweimal (mittels Bitverschiebung und Inkrement um
1) besucht wird.

3.2.4 Die Funktion MergeForest

Falls das Array von a[0],...,a[m] einen Weak-Heap reprisentiert und a[0] als
Wurzelelement entnommen wurde, so reorganisiert die folgende Prozedur® den
Weak-Heap mit neuer Wurzel a[m)]:

PROCEDURE MergeForest (m)
x =1
WHILE (2x + Reverselx] < m) DO
X = 2x + Reversel[x]
0D
WHILE x > O DO
Merge (m,x)
x = x DIV 2
0D
END MergeForest.

In der ersten WHILE Schleife wird der Weg beschrieben, der sich von dem
rechten Sohn der Wurzel (Index: 1) ausgehend ergibt, wenn man sich stets zum
linken Kind wendet und reprisentiert somit Sg. Sei dieser Pfad im folgenden
spezieller Pfad (SP) gennant, und sei  das letzte Element auf diesem Pfad. Der
Arrayindex m soll zur neuen Wurzel werden und darf somit nicht Element von
SP sein. Die Arraydarstellung eines Weak-Heaps bewirkt, dal der hochste Index
m nicht mehr frei gewdhlt werden kann, also ein bestimmtes Blatt reprédsentiert.
Es ergeben sich drei Fille (vergl. Abb.8):

a) depth(z) = depth(m),

b) z = [m/2],

¢) (depth(x) # depth(m)) A (a # |m/2]).

Da die Anzahl von Schliisselvergleichen mit der Anzahl von Merge-Aufrufen
iibereinstimmt und diese sich wiederum aus der Tiefe von x berechnet, erhélt
man unmittelbar folgenden

Satz 6 MergeForest bendtigt in den Fillen b) und c¢) [log(m+1)]—1 Vergleiche,
im Fall a) [log(m + 1)] Vergleiche.

6Die Originalarbeiten beinhalten eine unétige Zuweisung Reverse[m DIV 2] = 0 und eine
unndétige Abfrage IF (m >= 3).
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Abbildung 8: Die Lage von dem Knoten mit Index m zu dem mit Index z.

Beweis: (Dutton (1992)) In den Fillen b) und c) liegen m und z auf unter-
schiedlichen Leveln, d.h. depth(z) = depth(m) — 1 = [log(m + 1)] — 1, in Fall
a) gilt hingegen depth(z) = depth(m) = [log(m + 1)].0

Beweistechnisch ist es hiufig niitzlich, eine Variante MergeForest*(m) von
MergeForest(m) zu betrachten, bei der das Vergleichselement a(m) vorher mit-
tels Swap(a[0], a[m]) an die Stelle 0 getauscht wurde. Die Prozedur
MergeForest™ gestaltet sich dann wie folgt:

PROCEDURE MergeForest* (m)
x =1
WHILE (2x + Reverse[x] < m) DO
x = 2x + Reversel[x];
0D
WHILE x > O DO
Merge (0,x) {* vorher: Merge(m,x) *}
x = x DIV 2
0D
END MergeForestx*.

3.2.5 Die Funktion WeakHeapSort

Der Sortiervorgang ergibt sich nun aus einem einmaligen WeakHeapify und
aufeinanderfolgenden Aufrufen von MergeForest.

PROCEDURE WeakHeapSort

WeakHeapify

a[n] = al0]

FOR i = n-1 DOWNTO 2 DO MergeForest (i)
END WeakHeapSort.

Die Korrektheit dieses Verfahrens ergibt sich aus der Invarianz, dafl nach dem
Aufruf von MergeForest(i) immer ein Weak-Heap der Gréfle ¢ in dem Array
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a[l],...,ali] eingebettet ist. Allerdings reprisentiert a[i] und nicht a[0] die Wur-
zel. Somit liegt das 4. - grofite Element auch an Position 4 und muf} im Anschlufl
nicht mehr als Wurzel entnommen werden.

Die Analyse der best- und worst-case Anzahl von Operationen griindet sich auf
einige Vorbetrachtungen:

Hilfssatz 3

n

Zflogi] =n[logn] —2M°enl 4 1. (5)

i=1

Beweis: Als Idee dient die geschickte Aufteilung der Summe:

n
i |1 ]2 |3 |45 |6 |78 ]9 10| 11]12]13]
Togil 0 T2 T 2T 213131313 1alalalalal-—
1 L L L J
2%1 21% 2%3 (n 2°)a

Abbildung 9: Geeignetes Zusammenfassen von Summanden.

n [log n]—1
> [logi] = > 27! 4 [logn](n — 2Mem1—T)
i=1 i=1

1 [log n—1] 1

= 5l > i2') +nflogn] — 5 [og n]2Mos ]
i=1
1 1
He2 5(([]0{9; n] —2)2M1°871 4 92) 4 nllogn] — 3 [logn]2/toe !

1 1
= 3 Mogn]2Mesnl — alleenl L1 4 pllogn] — 3 [logn]2/teen!
= nflogn] — 28"l 1.0

Folgerung 1 Sei k = [logn], dann ist

n—1
> (Mlog(i + 1)] = 1) = nk —2¥ —n +2. (6)
i=2
Beweis:
n—1 n

Y (ogi+1)]=1) = Y (Mlog(i)] = 1)

i=2 i=3
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= 3" flog(i)] - (n— 2)
i=3
= Z[log(i)] —1-n+2
i=1
= nk—-2¥-—n4+20
Hilfssatz 4 Das Mazimum von f(z) = x—2"+1,z € [0, 1] liegt bei zo = — 2122
und f(zo) ~ 0.086013. Das Minimum der Funktion g(z) = f(z) — 1,z € [0,1]
liegt bei 1 = 0 mit g(x1) = —1.

Beweis:
flx) = z—e"M2 41,
flz) = 1—¢e*"?In2
= 1-2In2.
f) = —2°(ln2).

Nach dem notwendigen Kriterium fiir ein Extremum f'(x¢) = 0 ergibt sich:

1-2%n2 = 0
270 = L
~ In2
rgln2 = Inl—Inln2
Inln 2
To = —

n2 °

Fiir z € [0,1] ist f"'(z) kleiner als Null. Es gilt f(0) = f(1) = 0. Somit ist zg
Maximalstelle und xz; Minimalstelle von f (als auch g) mit oben angegebenen
Funktionswerten.

Satz 7 Sei k = [logn]. Die minimale Anzahl von Schlisselvergleichen von
WEAK-HEAPSORT fiir alle n > 1 ist nk — 2% + 1 > nlogn — n und die ma-
ximale Anzahl von Schlisselvergleichen von WEAK-HEAPSORT fiir alle n > 1
ist nk — 28 + n — k < (n — 1)logn + 0.086013n. Der Unterschied zwischen dem
best- und dem worst-case ist hochstens n — k — 1.

Beweis: (Dutton (1992)) Da kein Vergleich fiir n = 1 notwendig ist, gelten
die angegebenen Formeln. Ist n > 2, dann ergibt sich die minimale Anzahl von
Vergleichen unter Ausschlufl von WeakHeapify, wenn Fall a) nie eintritt, d.h.
es gibt durch die Aufrufe MergeForest(i) fiir i =n — 1,...,2 mindestens

n—1

> (Mlog(i +1)] = 1) = nk — 2F —n +2 (7)

i=2
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Vergleiche. Zusammen mit den n — 1 Vergleichen, die zum Aufbau des Heaps
benétigt werden, sind dies mindestens nk — 2% + 1 Vergleiche fiir den gesamten
Sortieralgorithmus.

Fiir alle n € N existiert ein z € [0, 1], so daB [logn] = logn + z. Damit ist

nk—24+1 = nlogn+nzr—n2®+1
= nlogn+n(z—2%) + 1.
Die reelle Funktion g(z) = x — 27 ist fiir « € [0, 1] nach unten durch —1 be-
schriankt. Damit ist die Anzahl an Vergleichen grofer als nlogn — n.
Eine obere Schranke fiir die Anzahl von Vergleichen ergibt sich, falls fiir jeden
Knoten i,i=n—1,...,2, Fall a) eintrifft. Allerdings tritt der giinstige Fall b)
oder ¢) mindestens einmal pro Level auf, nimlich wenn m = 2!, 1 = 1,... k.
Damit ist die worst-case Anzahl an Vergleichen durch (nk —2¥+1)+n—1-k =

nk — 2¥ + n — k beschrinkt. Fiir alle n € N existiert wieder ein z € [0, 1], so
daB:

nk—2+n—k = nlogn+nz—n2®+n—logn—=x
= (n—1)logn+n(z—-2"+1) —z.

Die reelle Funktion f(z) = z — 2% + 1 ist nach oben durch 0.086013 beschrinkt.
Damit ist die Anzahl an Vergleichen geringer als (n — 1) log(n) + 0.086013n.0

4 Verbesserungen von WEAK-HEAPSORT

Dem Ersten gebiihrt der Ruhm, auch wenn die Nachfolger
es besser gemacht haben.

Arabisches Sprichwort

Der vorgestellte WEAK-HEAPSORT Algorithmus nach Dutton birgt einige Ver-
besserungsmaoglichkeiten, die im folgenden aufgezeigt und analysiert werden.

4.1 Entschirfung des worst-case

Die Wegschaffung des Schlimmen wird schon das Gute brin-
gen.

Johann Gottfried Seume

Die Idee ist es, in einem zumindest im worst-case auftretenden Fall von dem
urspriinglichen Algorithmus abzuweichen.

PROCEDURE MergeForest (m)
x =1
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WHILE 2x + Reverse[x] < m DO x = 2x + Reverse[x] 0D
IF (((m-1 = x) AND (m DIV 2 <> x)) AND (depth(x) = depth(m))
THEN
WHILE x > 1 DO
Merge (m-1, x DIV 2)
x = x DIV 2
0D
swap(alm],alm-1])
ELSE
WHILE x > O DO
Merge (m,x)
x = x DIV 2
0D
FI
END MergeForest.

Die beiden letzten Bedingungen der IF—Abfrage garantieren, dafl der Fall a)
(vergl. Abb.8) vorliegt, in dem sich die ungiinstige Vergleichszahl von [log(m +
1)] ergibt. In diesem Fall wird wiederum die Situtation m—1 = 2 herausgefiltert,
d.h. 2 und m liegen im Array direkt nebeneinander. Anstatt m wird nun m — 1
als Wurzelelement betracht und der SP verkiirzt sich entsprechend Fall b) um 1.
Zum Ende des Verschmelzvorganges mittels Merge wird das maximale Element
von Index m — 1 auf den Platz m getauscht. Die Korrektheit des Ansatzes ergibt
sich aus den folgenden Uberlegungen:

Die Weak-Heap Struktur mag zwar nach dem Verlassen der Prozedur
MergeForest an der Stelle m — 1 verletzt sein, doch wird dieser Index unmittel-
bar beim darauf folgenden Aufruf zum neuen Parameter m'. In den urspriing-
lichen Fillen a), b) als auch c) ergeben sich keine Probleme, da an den Wert
von m' keine Anforderungen gestellt sind. Genauso unproblematisch ist der Fall,
wenn die Spezialbehandlung mehrfach nacheinander auftritt, da das gréfite zu
findende Element sich nicht an der Stelle m' befinden kann, die Elemente des
SPs dominieren alle anderen Werte im Weak-Heap.

Satz 8 Sei k = [logn]|. Bei dem verbesserten WEAK-HEAPSORT Algorith-
mus liegt die maximale Anzahl von Schliisselvergleichen fiir alle n > 1 unter
nk — 2% +n — 2k. Im Vergleich zu Satz 7 bedeutet dies also eine Verbesserung
um einen Summanden der Grifle k.

Beweis: Eine obere Schranke fiir die Anzahl von Vergleichen ergab sich, falls fiir
jeden Knoten i,4i € {n—1,...,2}, der Fall a) eintraf, jedoch mit der Ausnahme,
daf Fall b) mindestens einmal pro Level vorliegen mufite, nimlich wenn m = 2!,
le{l,....k}.

Es wird gezeigt daB in dem Fall m = 2! + 1, 1 € {1,...,k}, ein Vergleich
eingespart wird.
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In diesem Fall befinden sich nur noch zwei Knoten auf dem untersten Level: Der
Knoten m und der Knoten m—1. Der spezielle Pfad endet auf dem Knoten m—1,
da sonst Fall b) vorliegen wiirde. Demnach greift die Fallunterscheidung und
anstelle von m wird der Weak-Heap anfangend an der Stelle m — 1 reorganisiert.
Es ergeben sich somit [log(m + 1)] — 1 anstatt [log(m + 1)] Vergleiche. Dem
worst-case wird also auf jedem Level ein weiteres Mal die Moglichkeit 'entzogen’,
[log(m + 1)] Vergleiche zu erhalten. O

Die Tabellen 1 und 2 zeigen die Verteilungen der Vergleiche in dem alten bzw.
in dem verbesserten Algorithmus auf. Dabei wurden zu n € {2,...,12} alle n!
Permutationen erzeugt und die Vergleiche gezihlt. Fiir n € {2, 3,4} fillt die
obere (in der verbesserten Version gleich der unteren) Anzahl der benétigten
Vergleiche fiir alle Eingabepermutationen mit der unteren Schranke [logn!] fiir
allgemeine Sortierverfahren zusammen. Fiir groflere Werte von n wird auf diese
untere Schranke mit dem Kiirzel US in den Tabellen hingewiesen.

4.2 Best-case bei linearem Zusatzspeicher

Wollen wir nicht wiirfeln, damit der Beste auch eine Chan-
ce hat?

Thomas Finkenstaedt

Die Idee wird ausgebaut: Jedesmal soll nun in dem Fall a) mit der Hilfe eines
linear grofien Arrays (a[n + 1],...,a[2n]) von dem urspriinglichen Algorithmus
abgewichen werden. Da die Indizes auf dem letzten Level aufgrund der Belegung
der Reversebits stark variieren, wird ein Boole’sches Array Ezist zur Kontrolle
der noch giiltigen Stellen verwaltet. Ist Exist[i] wahr, so ist der Schliissel an der
Stelle ¢ noch nicht in den Bereich n +1,...,2n getauscht, sprich fiir den aktuel-
len Weak-Heap noch giiltig. Der Sprung von einer giiltigen Stelle zur néchsten
wird durch eine Schleifenvariable call organisiert. Die MergeForest Prozedur
gestaltet sich wie folgt:

PROCEDURE MergeForest (m)
x =1
WHILE 2x + Reverse[x] < m DO x = 2x + Reverse[x] 0D
IF ((m DIV 2 <> x) AND (depth(x) = depth(m))
THEN
temp = x
WHILE x > 1 DO
Merge (temp, x DIV 2)
x = x DIV 2
0D
swap(a[2n - call]l,altemp])
exist[temp] = 0
ELSE
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Tabelle 1: Verteilung von Vergleichen nach Dutton.
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Tabelle 2: Verteilung von Vergleichen beim verbesserten Algorithmus.
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WHILE x > 0 DO
Merge (m,x)
x = x DIV 2
0D
Swap(a[2n - calll, alm])
exist[m] =0
FI
END MergeForest.

Die Bedingungen der IF Abfrage garantieren hier wiederum, daf§ der Fall a)
vorliegt. Nun wird temp = z zur ausgezeichneten Wurzelstelle, und der SP
verkiirzt sich entsprechend. Da geniigend Zusatzspeicherplatz (a[n], ..., a[2n])
vorhanden ist, kann in allen Fillen das maximale Element dorthin geschrieben
werden und die Stelle durch eine Markierung als fiir den Algorithmus nicht mehr
existierend gekennzeichnet werden. Die duflere Schleife

i =n-1

call = 0

WHILE i > 1 DO
WHILE exist[i] = O DO dec(i)
inc(call)
MergeForest (1)

0D

organisiert dann die Sortierung.

Die amortisierten Kosten (vergl. Cormen (1990)) der verschachtelten Schleife
sind kleiner als 2n € O(n), da pro Aufruf von MergeForest nur ein Wert von
FExist auf Null gesetzt werden kann.

Der Algorithmus erreicht immer exakt seine best-case Vergleichsanzahl von
nflogn] — 2M'°e"! 4 n — [logn].

Natiirlich ist dieser Sortierungsalgorithmus eher von theoretischer Bedeutung,
da ein linearer Zusatzspeicher fiir allgemeine Schliisselvergleichsverfahren nicht
zuléssig ist.

Auch andere HEAPSORT-Varianten werden mit Zusatzspeicher in dieser Gro-
Benordnung bedeutend schneller: Die Liicke, die sich durch die Entnahme eines
Wurzelelementes ergibt, kann z.B. durch einen einzigen Vergleich der Kinder
untereinander geschlossen werden.

5 Die best-case Analyse von WEAK-HEAPSORT

Am Anfang der Forschung steht das Staunen. Plétzlich fillt
einem etwas auf.

Wolfgang Wickler
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Dieser Abschnitt liefert den Beleg, warum bei aufsteigender Vorsortierung des
zu sortierenden Arrays der Grofie n immer der best-case an Schliisselvergleichen
gegeben ist.

Damit nach der Generierung mittels Weak Heapi fy der giinstige Fall b) (vergl.
Abb. 8) vorliegen kann, mu8 n — 1 € S, 1) = So = SP liegen, d.h. das
Routing mittels aufeinanderfolgenden 2i + Reverse[i] Schritten mufl von dem
Index 1 ausgehend an der Stelle n — 1 enden. Hieraus 148t sich die Belegung von
Reverseli] fiir i € SP aus der Bindrcodierung von n — 1 bestimmen. Sei dazu
fiir einen Knotenindex v mit b = bin(v) die zugehorige Bindrdarstellung und
umgekehrt zu gegebener Bindrdarstellung b = by ...bo mit (b)y = (bg...bo)2
der Index in der urspriinglicher Darstellung bezeichnet.

Satz 9 Sei f : R — R stetig monoton steigend mit der Figenschaft:
(*) flz)eZ=ze€ Z
Dann gitt: |£(x)] = (L))

Beweis: (Graham (1989)). Wenn z = |z], dann ist nichts zu beweisen. Aus der
Monotonie folgt fiir z > |x]: f(z) > f(|x]). Da auch die untere Gaulklammer
eine monoton nicht fallende Funktion ist gilt: | f(z)] > [f(|z])|. Annahme:
(@) > LF(L=)))- Dann ist [f(z)] > [f([z])) + 1 > F([z]). Sicherlich gilt
Lf(z)] < f(x). Somit ist aufgrund der Stetigkeit von f der Zwischenwertsatz
anwendbar, d.h. es existiert ein y mit |z] < y < z und f(y) = [f(z)]. Die
Bedingung (*) zieht nach sich, daf} y ganzzahlig seien muf}, was im Widerspruch
zur Wahl von y steht. O

Folgerung 2 Seim € R, dann gilt:

|

lz] —-m _ xz-m
2 I=1 2

.

Hilfssatz 5 Sein—1= (by...bo)> mitk = [log(n—1)]. Wenn Reverse[| 2] =
bi—1 fiiri € {1,...,k} ist, dann ist n — 1 das letzte Element von SP.

Beweis: Die Menge P = {| %] | i € {1,...,k}} beschreibt den Weg von dem

Index n — 1 zuriick zum Index 1, da

| 5=t
2

2 = P )

nach Folgerung 2 gilt und mit |a/2]| jeweils das Elternteil zu a bestimmt wird.
Weiterhin gilt (+ steht mod, r fiir Reverse):

n—-1+2 = b = n-1 = 221 +b = 2[%3]+r2|%2]]
[5rl+2 = b= |50 = 2%+ = 205 + 25 ]
= = = = ...

|2=F] =2 = b1 => [&=F] = 22 +b—r = 2-1+7[1]
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Damit wird jedoch der Spezielle Pfad SP (riickwiirts gelesen) beschrieben und
n — 1 ergibt sich als dessen letztes Element, es ist P = SP.O

Hilfssatz 6 Seien Knoteni,j miti # j und gleicher Hihe height(i) = height(j)
im Baum T gegeben, dann gilt Gparent(i) # Gparent(j).

Beweis: Annahme, es giibe i,j € T mit ¢ # j und height(i) = height(j) und
Gparent(i) = Gparent(j). Dann ergeben sich folgenden Moglichkeiten:

i linkes und j rechtes Kind: Per Definition der Relation Gparent gilt somit
aber height(i) > height(j), Widerspruch.

i rechtes und j linkes Kind: Analog.

i rechtes und j rechtes Kind: Per Definition der Relation Gparent gilt dann
aber Parent(i) = Parent(j) und somit ¢ = j, Widerspruch.

i linkes und j linkes Kind: Definiere i’ := Parent(i) und j' := Parent(j).
Falls ' = j', dann ist auch i = j, Widerspruch. Sonst iteriere die Fallun-
terscheidung mit i’ und j', Wenn sich fiir sie ein Widerspruch ergibt, so
auch fiir ¢ und j.

Spitestens an der Wurzel kann der letzte Fall nicht mehr eintreten, d.h. die
Annahme ist widerlegt und der Satz bewiesen.O

Diese Aussage liefle sich auch daraus schluifolgern, dafl die Menge S; aus den
Knoten, die i als gemeinsamen Gparent besitzen, einen Pfad bilden.

Nun kann gezeigt werden, dafl die Bedingung von Hilfsatz 5 bei einem vorsor-
tierten Array nach Abschlufl der Generierungsphase erfiillt sind.

Hilfssatz 7 Sein—1= (by...bo)2 mit k = [log(n—1)], P ={[(n—1)/2%] | i €
{1,...,k}} der Weg von Index n — 1 zu Index 1. Bei einer Initialkonfiguration
ali] =1,i € {0,...,n — 1}, gilt nach Beendigung von WeakHeapi fy:

a) Reverse[0] =0,

b) Reverse[j]=1, j ¢ P,

¢) Reverse[n — 1] =1 und Reverse[| %1 |] = b;—1, i € {1,....k}.

Beweis:

zu a) Reverse[0] kann nur 0 sein, da Merge(i, j) nur das Reversebit des zwei-
ten Parameters setzt und Merge(Gparent(0),0) nicht aufgerufen wird.
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zu b) Mit j € {|22] +1,...,n— 1} werden die Indizes der Blitter des initia-
len Bindrbaumes beschrieben. Aufgrund der Vorsortierung gilt fiir alle i,
J mit i < j: afi] < a[j], d.h. insbesondere fiir alle j: a[Gparent(j)] < alj].
Alle Blitter haben die gleiche Hohe 0 im Baum, so daf} sich nach Hilfssatz
6 fiir paarweise verschiedene Blitter auch paarweise verschiedene Groflel-
tern ergeben. Mit eventueller Ausnahme von [ 251 | (n ungerade) wechseln
somit, alle Werte von inneren Knoten in die Blétter und umgekehrt. Das

Reversebit wird also fiir die Bldtter gesetzt. Da

Gparent(Parent(j)) falls j linkes Kind,

Gparent(j) = { Parent(j) falls j rechtes Kind

gilt, sind die Grofleltern aller Blétter, die linke Kinder sind, per Definition
die Grofeltern der Grofleltern ihrer rechten Geschwister. Aufgrund der
Vorsortierung gilt demnach aufler fiir die Blitter wieder a[Gparent(j)] <
a[j]. Da die Elemente der Hohe 1 sich jeweils aus den rechten Blattkin-
dern durch Vertauschung ergeben, gilt auch fiir diese Elemente, daf die
rechten Knoten ihre linken Geschwister dominieren. Damit 148t sich das
obige Verfahren jedoch iterieren und alle Reversebits fiir Elemente j ¢ P
werden gesetzt.

zu c) Fiir Elemente j aus dem durch n—1 beschriebenen Pfad P sind die durch
j beschriebenen Teilbdume nicht immer vollstédndig und somit nicht immer
linke und rechte Kinder vorhanden. Betrachte nun den Pfad P bottom up.
Das Reversebit des Blattes n — 1 wird gesetzt, d.h. Merge(Gparent(n —
1),n — 1) wird durchgefiihrt. Falls n — 1 +2 = by = 1 (+ steht wieder
fiir mod), so fiihrt der Weg vom rechten Kind zum Elternteil (Fall 1)) und
sonst vom linken Kind(Fall(ii)):

i) Keine Anderung der Argumentation zu Fall b), d.h. das Reversebit wird
auch noch in der niichsten Stufe gesetzt.

ii) Nun dominiert a[Gparent(n — 1)] = n — 1 alle folgenden Elemente des
Pfades P, insbesondere a[|(n — 1)/2]]. Demnach kann a[| (n — 1)/2]]
nicht mehr mit a[Gparent(n—1)] getauscht werden, d.h. Reverse[|(n—
1)/2]] wird auf 0 gesetzt.

Fiir den weiteren Verlauf des Pfades P laf3t sich wie folgt analog schliefen:
Fiihrt der Weg von einem rechten Kind | (n—1)/2"1 | zum Elternteil | (n—
1)/2¢|, d.h. [(n —1)/287'] =2 =b; 1 = 1, so wird das Reversebit an der
Stelle | (n—1)/2!| gesetzt. Fiihrt hingegen der Weg vom linken Kind | (n—
1)/2i=!| zum Elternteil |(n—1)/2¢|, d.h. [(n—1)/2"' | +2=1b; 1 =0, s0
kann es an der Stelle | (n—1)/2!| nicht gesetzt werden, da a[Gparent(|(n—
1)/271])] alle folgenden Elemente des Pfades P, insbesondere a[|(n —
1)/2¢""|] dominiert. In allen Fillen gilt Reverse[|(n —1)/2¢]] = b;—;. O
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Hilfssatz 8 Sein — 1= (bi...bo)2 mit k = |log(n —1)|. Es gilt:

n—1

Gparent(n — 1) = LQTJ

, mit ¥ = maz{i| b1 # 0}

und

n—1

23"

 —1
Gparent([nw.* =1 |, mit j*=max{j>i"|bj_1 #0}.
Beweis: Nach Definition von Gparent gilt:

n—1. [ Gparent(|%+]) falls b; = [ ] +2=1
Gparent(|—;—]) = { nl falls b; = | %2 | +2 =0

und somit folgt die Behauptung induktiv. O

Hilfssatz 9 Sein € N mitn —1 = (bpt, ...bno)2 und k, = [log(n — 1)],
sowie i* = max{i | bni—1 ® bp_1,i-1 =1} (® steht fiir EXOR). Dann gilt:

1. Firalle j <i*: by j—1 @ bp_1,j—1 = 1.

2. Fiiralle j >i*: by j_1 ® bp_1,j-1 =0.

Beweis: Eine Betrachtung der Bindraddition von n—2 = (bp_1 4, 4 ---bn_1,0)2
mit (dg,,...,dp)2 = (0...0 1)s liefert nach der Schulmethode fiir die Stelle i:
bn,i = bp—1,i ® d; ® ¢;—1, wobei ¢; der i-te Ubertrag ist und ¢_; = 0. Somit
wird ¢; genau an der ersten Stelle ¢* verschluckt, wo b,_;,; = 0 gilt. Bis dorthin
ist by_1,; # bn,; = 1 und ab dort ist b,_1; = by, ;. Demnach ist i* = maxz{i |
bnﬂ',] = 0} = maa:{i ‘ bn,z;] 5> bnfl,z'fl = 1}. O

Hilfssatz 10 Sein € N mitn—1= (byk, -..bno)2 und k, = |log(n—1)|. Sei
desweiteren a[i] =i firi € {0,...,n—1} eine Eingabe fir WEAK-HEAPSORT.
Nach dem Aufruf der Prozedur Heapify findet sich das Element n — 2 an der

Stelle L’;;}J mit i* = max{i | bpi—1 ®bp_1,-1 = 1}.

Beweis: Fallunterscheidung:

n —1+# 2F: Esist k = k, = k,_1 und vereinfachenderweise n—1 = (by, ... bg)s =
(bn,k" . bn10)2 und n — 2 = (Ck . (3(])2 = (bnflvknil . bnflﬁ())g.
Im Fall by = 1 ist n —1 rechtes und n — 2 linkes Kind, also Parent(n—2) =
Parent(n — 1) = Gparent(n — 1) und somit
Gparent(n —2) = Gparent(Parent(n — 2))
= Gparent(Parent(n — 1))
= Gparent(Gparent(n — 1)).
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Somit gelangt das Element n — 2 iiber die Position Gparent(n — 2) letzt-

endlich an die Position Gparent(n — 1) = |Z+1], da es dort mit dem

Element n — 1 verglichen wird. Andererseits ist by @ ¢g = 1 und fiir alle
i€ {l,...,n— 1} gilt: b; = ¢;. Demnach ist i* = max{i | b;—1 ® c;1 =

Im Fall by = 0 ist n — 1 linkes und n — 2 rechtes Kind. Genauer: Es ist
n — 1 so lange linkes Kind, wie n — 2 rechtes Kind ist, d.h. es gilt so lange
Parent(| 2= ]) # Parent(|Z=%]) wie ¢;_; = 1 und b;,—; = 0 sind, also bis
zu der Stelle | 2= ] mit i* = maz{i | b; 1 & ¢; 1 =1} = max{i | b; 1 #

0}. Dort ist Parent( 2”%21 ) = Parent( 2”%11 ) also L”Z—QJ = L’;;} .

Nach Hilfssatz 8 ist Gparent(n — 1) = |%=-]. Sei j* = maz{j > i* |
bj_1 # 0}. Es gilt:

Gparent(Gparent(n — 1)) = Gparent(Lné—;lJ)
n—1
= 5
n—2
= Gparent(| -

91 1

Somit gelangt das Element n— 2 iiber die Positionen | 252 |, j € {1,...i*

1} und | 2| schlieBlich an die Position | 2= |, da es mit dem dann dort-

stehenden Element n — 1 verglichen wird und folglicherweise die Plitze
tauschen muf.

n—1=2F Esistk=k, =k, 1+1undn—1= (by...bo)2 = (bnk, ---bno)2;
n—2=(cg1...c0)2 = (bp—1,kn_y---bn_1,0)2. Weiterhin ist n — 1 =
(1 0 ... 0)2, und somit gilt nach Hilfssatz 8 Gparent(n — 1) = 0. Da fiir
das Element n — 2 = (ck—1...¢o)2 = (1...1); immer Parent(|2=%]) =
Gparent(|2=2]) gilt, landet n — 1 erst vor dem Vergleich Gparent(1) =
0 = (0)2 mit 1 = (1), auf dem durch n — 1 beschriebenen Pfad SP =
{l%2]]i€0,...,k}. In Ubereinstimmung mit i* = k — 1 verbleibt es an
der Position 1 = |#=%]. O

Hilfssatz 11 Sein € N mitn —1 = (by, -.-bno)2 und k, = |log(n — 1)].
Sei desweiteren ali] =i firi € {0,...,n — 1} eine Eingabe fir WEAK-HEAP-
SORT. Sei weiterhin i* = max{i | by i—1 ®bn_1,;-1 = 1}. Nach dem Aufruf der
Prozedur Heapify gilt folgende Monotonieeigenschaft: a[| %51 |] > a[| %] fiir
j<i<i*.

Beweis: Die Menge SP = {| %] | i € {0,...,k}} beschreibt den Weg von dem

Index n — 1 zuriick zum Index 1. Nach Hilfssatz 5 ist n — 1 das letzte Element
von SP, also gilt P = SP.

Sei n — 1 rechtes Kind. Dann wird es mit dem Element [Z:!| + 1 an die Stelle

| 27| getauscht. Es gilt: 1 = i* = maz{i | byi1 ®bp_1-1 = 1}, d.h nach

21
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Hilfssatz 10 gelangt das Element n— 2 in der néichsten Stufe an die Stelle | 21|

Nun ist der Schliissel n — 2 an Stelle |Z+1] groBer als |21 + 1, welches ja

an Stelle n — 1 steht. Daher gilt nach dem Aufruf der Prozedur Heapify fiir
j < i =1 die Eigenschaft a[| 2+ ]] > a[| 2]

Ist n — 1 linkes Kind, so gelangt nach Hilfssatz 10 das zweitgréfite Element
n — 2 nach der Generierungsphase an die Stelle |2=t] = Gparent(n — 1) mit
i* = maz{i | by ®by_1,i—1 = 1}. Sei i <i* gegeben, d.h. [%:1| € SP. Dann
muf} jeweils das grofite Element des rechten Teilbaumes an die Stelle L”;l
beférdert werden, da sonst die Weak-Heap Eigenschaft (1#/1) nicht zutreffen
kann. Deshalb gilt: a[|22]] = maz{k | k € rT([Z])} = ([&+] + 1)2%
Man beachte, dafi die durch || beschriebenen Teilbiume vollstindig sind
und wegen der Vorsortierung das grofite Element in rT([”—Q’,—] ) in der Hohe 0
duBerst rechts zu finden ist. Damit gilt jedoch fir j < i < i* die Eigenschaft
al| %7+]] > a[| %+ 1]. Weil a[| 2= ] = n — 2 ist, gilt diese Eigenschaft auch fiir
j<i=1i*0

Folgerung 3 Sein € N mitn—1= (b, -..bno)2 mit k, = [log(n—1)]. Sei
desweiteren a[i] =i firi € {0,...,n—1} eine Eingabe fir WEAK-HEAPSORT.
Nach dem Aufruf der Prozedur Heapify ergibt sich im ersten MergeForest*-
Schritt die folgenden Kette von Transpositionen:

bn,0o®brn—10
Gparent(| 2L [)=0,| 251 |
0...0

bn ky —1DPbn 1,8, —1
Gparent([gk—;’lj):[){gk—fnlj:f

wobei 7/'; die a-mal angewendete Transposition von den Stellen i und j fir
i, € {0,...,n — 1} bezeichnet und die Transpositionen auf eine links stehende

FEingabe angewendet werden.

Beweis: Nach Hilfssatz 7 in Verbindung mit Hilfssatz 5 tritt bei Vorsortierung
im ersten MergeForest*-Schritt Fall b) ein.

Die Monotonie a[| 2% |] > a[| %] fiir j < i < i* besagt, daf$ alle Vertauschun-
gen auf den riickwiirts betrachteten Pfad SP von a[| %5 |] und a[0] durchgefiihrt
werden, da an der Wurzel immer ein kleineres Element steht als das néchst fol-
gende auf SP. Nach Hilfssatz 9 gilt fiir diese j aber auch b, ;1 ®© b,—1 ;1 =1,
d.h. die zugehorige Transposition erscheint in der Kette.

An der Stelle | 2=* | liegt das maximale Element n — 2. Es wird an die Wurzel
getauscht. Per Definition von ¢* gilt aber auch b, ;« 1 ®bp_1,+-1 = 1.

Alle nun folgenden Elemente von SP kénnen nicht mehr an die Wurzel gelangen.
Dies steht in Ubereinstimmung mit Hilfssatz 9, der sagt, daB fiir alle j > i*:
bnj—1 ®bp_1,—1 =0 gilt.

Somit sind die sich durch den Fall b) ergebenden Vertauschungen korrekt durch
die angegebenen Transpositionen beschrieben. O

Zusammenfassend gilt:
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Satz 10 Sein € N mitn —1 = (byk...bng)2 mit ky, = [log(n — 1)|. Deswei-
teren definiere die folgenden Permutationen:

; — 1 1
HE‘(IpZ(’ﬂ,) T TGparent(nfl),nfl °© TGparent(n72),n72 °...0
bn,0 1
T . W1 OT e . 0...0
Gparent(| 222 ),1 252 | © TGparent(| 252 |-1), 1 252 -1
bn
! ! 0...0

n— n-1, 9T n_ n—
Gparent(| 55+ ]), | 5z ] — Gparent(| Z5- |=1).| %5+ -1

bn ke, —2

(o)
-1 -1
Gparent(| si—7 1), 5=
bn ke —1
To,1

und Swap(0,n — 1) := 19 n_1, letztendlich

brn 0®bn—1,0
CaseB(n) ==1" W L_..0
(n) GPGT’EM(LTW)ZO,[Q—HJ

bo ey —1Bbn 1,1, —1
To,1 ;

wobei 7'; die a-mal angewendete Transposition von den Stellen i und j fir
i,7 € {0,...,n — 1} bezeichnet und die Transpositionen auf eine links stehende
FEingabe angewendet werden.

Sei desweiteren ali] =i firi € {0,...,n — 1} eine Eingabe fir WEAK-HEAP-
SORT.

Dann werden die in der Aufbauphase durchgefiihrten Vertauschungen korrekt
durch Heapi(n) und die in dem ersten Auswahlschritt durchgefiihrten Vertau-
schungen korrekt durch die Hintereinanderausfihrung von Swap(0,n — 1) und

CaseB(n) beschrieben.

Beweis: Hilfssatz 7 belegt die richtige Beschreibung der Aufbauphase Heapify
bei gegebener Vorsortierung durch Heapi(n).

Die Wurzelentnahme wird durch Swap(0,n — 1) geregelt, d.h. das maximale an
der Wurzel stehende Element wird an die Stelle n — 1 getauscht und im weiteren
Verlauf nicht mehr beriicksichtigt.

Nach dem Hilfsatz 3 wird der sich nach Hilfssatz 5 auftretende Fall b) durch
CaseB(n) korrekt beschrieben. O

Hilfssatz 12 Sei ein Weak-Heap der Griffe n gegeben und P der Pfad von der
Wurzel zu einen Blatt.
Es gilt fiir alle z € P und alle y ¢ P:

1. Gparent(z) # y.

2. Wenn y < x ist, dann ist auch Gparent(x) # Gparent(y).
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Beweis:
zu 1: Da

_ | Gparent(Parent(x)) falls = linkes Kind
Gparent(z) = { Parent(z) falls z rechtes Kind

ist induktiv mit ¢ € P auch Gparent(z) € P.

zu 2: Wenn Gparent(y) ¢ P, folgt Gparent(z) # Gparent(y) unmittelbar nach
1. Sei also Gparent(y) € P (*). Es ergeben sich zwei Félle:

y liegt in einem rechten Teilbaum T von P , d.h. es existiert einr €
P mit root(T) = rchild(r). Fiir alle w € T gilt w ¢ P. Das hat zwei-
erlei Konsequenzen: Einerseits ist wegen (*) y € S, und andererseits
gilt fiir alle v € S, : v ¢ P. Damit gilt fiir alle x € P : Gparent(z) #
Gparent(y).

y liegt in einem linken Teilbaum 7 von P | d.h. es existiert ein r €
P mit root(T) = lchild(r). Fir alle w € T gilt w ¢ P. Damit ist
Gparent(y) = Gparent(r). Der Index von r in Sgparent(r) ist aber
maximal mit der Eigenschaft, in P zu liegen. Damit gilt fiir alle x € P
mit 2 > y : Gparent(z) # Gparent(y).O

Folgerung 4 Fiir allep ¢ SP = {| %] |i € {0,..., |log(n — 1)]} gilt:

21
1. p#n —1+# Gparent(p),

2. p # Gparent(n — 1) # Gparent(p),

3. p# L”;]J und wenn L”2—7]J > p ist, dann gilt L”2—7]J # Gparent(p),

4. p# Gparent(| 52 ]) und wenn [ %52 ] > pist, dann gilt Gparent(| 22 ]) #
Gparent(p).

Beweis: Dan— 1, Gparent(n—1), | 2] und Gparent(| %)) € SP sind, gilt:

2i
p & {n —1,Gparent(n — 1), L”Q—le,Gparent(L”;fJ}.

1. Dan — 1> p > Gparent(p) ist, gilt: n — 1 # Gparent(p).

2. Nach Hilfssatz 12 und der Ungleichung aus 1. gilt: Gparent(n — 1) #
Gparent(p).
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3. Esist [2] > p > Gparent(p).

4. Nach Hilfssatz 12 und der Ungleichung aus 3. gilt: Gparent(|%:1]) #
Gparent(p).0

Die Transposition von den Stellen ¢ und j (7; ;) wird im folgenden durch den
Zykel (i j) beschrieben werden. Die Beschreibung einer Permutation durch
paarweise disjunkte Zykel ist eindeutig.

Definition 4 Die Transpositionen (i j) und (k 1) kollidieren, wenn {i,j} N
{k,1} # 0.

Hilfssatz 13

(i g)o(G k) = (Jj k) = (i k)oliyj),
(G K)o(ij) = (@ kj) = (@jo(i k)0
Hilfssatz 14
Heapi(n)o (0 n—1) = (Gparent(n —1) n — 1) o (Heapi(n)). 9)

Beweis: Idee: Die Transposition (Gparent(n—1) n—1) soll sukzessiv durch die

Kette der Transpositionen in Heapi(n) geschleift werden. Dabei soll schleifen

bedeuten, daf} die Transpositionen in Heapi(n) unverdndert bleiben sollen und

(Gparent(n — 1) n — 1) geméaf Hilfssatz 13 propagiert werden soll.

Bezeichne mit 7, i € {n — 1,...,1}, die Transposition, die sich aus 7;; =

(Gparent(n — 1) n — 1) nach der Verbindung von (Gparent(i) i) und 7/,

ergibt. Es ist zu zeigen, dafl 77 = (0 n —1).

Betrachte als erstes die Elemente der Héhe 0. Die Transposition

7 = (Gparent(n — 1) n — 1) ist gleich der ersten Transposition in Heapi(n).

Setze somit auch 7f_; = (Gparent(n — 1) n —1).

Fiir die Elemente k € {n —2,...,[252] — 1} ergibt sich nach Folgerung 4 keine

Kollision zwischen 7, , = 7., und (Gparent(k) k).

Betrachte nun die Elemente der Hohe 1. Fiir das Element L”T*lj ergibt sich nach

Hilfssatz 8 eine Kollision, wenn by # 0 ist.
n—1

Dann setze T[‘n,w = (Gparent(|"5=]) n — 1), sonst setze T
=

* %
S Th—1-
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Fiir die Elemente k € {{272] + 1,... |22 ] — 1} ergibt sich nach Folgerung 4
wiederum keine Kollision zwischen 7;;, , und (Gparent(k) k).
Nach Hilfssatz 8 veréindert sich 7* fiir die Hohen i = 2,..., [log(n — 1)| nur bei

den Elementen |2-1], bei denen b; ; # 0 gilt. Also folgt:

2’!
* n—1 . . .
Tlao1 = (Gparent(LQTJ) n—1) fir 4 =maz{i|bi_1 # 0}
2"1
 — 1
TE‘";;J = (Gparent(LnQTJ) n—1) fir iy =maz{i > |bi_1 #0}
n—1 .. . Ny
= TE‘"_,lJ = (Gparent(LTJ) n—1) fir j=min{i|b;—1 #0}.
27 -

Da Gparent(| %5+ |) = Gparent(1) = 0 ist, folgt die Behauptung. O

Folgerung 5 Fiir alle s € SP = {|%] | i € {0,..., [log(n — 1)]} definiere

das s te Endstiick Heapis(n) von Heapi(n) durch

; 1 1
Heapzs(n) T TGparent(s),s °© TGparent(sfl),sfl ©...0
bn,0 1

Gparent(| 2 ), 22| © TGparent(l5r | =1) 1511 % °
bk, —1
To1
Dann gilt:
Heapis(n — 1) o (0 s) = (Gparent(s) s) o (Heapis(n —1)). (10)

Beweis: Da s = |%7%] fiir ein i € {0, ..., |log(n — 1)]} ist, iibertrigt sich die
Argumentation des Hilfssatzes 14 direkt. O

Hilfssatz 15 Sein € N mitn —1 = (by, ...bno)2 und ky, = [log(n —1)].

Genau dann, wenn L”—Q’lj # L”—Q’EJ gilt, ist by i1 =0 und by_q1 ;-1 = 1.
Beweis: Dann: Wenn |21 # |222] gilt, dann ist 2= | linkes Kind von
|2+ ] und [2=5] rechtes Kind von |2:2]. Damit sind aber b, ;1 = 0 und
bp—1,i—1 = 1.

Genau dann: Wenn b,, ;.1 = 0 und b,,_1 ;-1 = 1 sind, so gilt nach Hilfssatz 9
fiir alle j < @ bp—1,j—1 ® by j—1 = 1. Gleichzeitig ist n — 1 = (by g, ... bno)2 =
(bn1kn_y---bu10)2 4+ (1)2 =n — 2+ 1. Der Ubertrag an der Stelle i entsteht
somit, d.h Ln;lJ = (bn,k‘,n .. .bn’i)g 75 (bnflvknil .. .bnfl’i)g = |_n272J|:|
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Hilfssatz 16

Heapi(n — 1) o (Gparent(n — 1) n — 1) o Heapi(n) = (CaseB(n)) .

Beweis: Fallunterscheidung:

n—1%#2% Es ist wieder £ = k,, = k,_1 und vereinfachenderweise n — 1 =

(bg...bo)ound n—2 = (cg...co)2-

Betrachte die Elemente der Hohe 0. Die Transposition (Gparent(n—1) n—
1) kann als eliminiert angesehen werden, da sie zweifach hintereinander
auftaucht.

Fiir die Elemente k € {n—2,..., 21| -1} gilt, daB (Gparent(k—1) k—1)
sowohl in Heapi(n) als auch in Heapi(n — 1) auftaucht, so daf§ sie sich
gegenseitig aufheben.

Betrachte nun die Elemente der Hohe 1. Wenn by # 0 (impliziert ¢q # 1)

so folgt nach Hilfssatz 15, daf§ [ 27| = [252], d.h. die Transposition

(Gparent(|21]) |251]) und die Transposition (Gparent(| 252]) |[252])
sind identisch. Sie tritt einmal in der Vielfachheit by und einmal in der

Vielfachheit ¢y also insgesamt in der Vielfachheit by & ¢ auf.
Wenn by = 0 (also ¢g = 1), so folgt 21| # [252] = [22] + 1,
d.h. die Transposition (Gparent(|252]) [252]) und die Transposition

(Gparent(|2+] + 1) [21] + 1) sind identisch. Sie tritt in der Vielfach-
heit 1 + ¢p = 2 auf und kann eliminiert werden. Dagegen tritt

(Gparent(|%51]) [Z51]) mit der Vielfachheit 1 = by @ ¢o in (Heapi(n —
1))~! auf, in Heapi(n) hingegen nicht. Die Folgerung 5 zeigt auf, wie

das Element (Gparent(|%1]) [251]) mit der Vielfachheit 1 = by & co
zum Ende von Heapi(n) getragen werden kann. Es bildet dort das letzte

Element von (CaseB(n)) ™.
Fiir die nun folgenden Elemente k € {[Z51| +1,..., 2] — 1} tauchen
die Paare (Gparent(k — 1) k— 1) wieder sowohl in Heapi*(n) als auch in

Heapi(n — 1) auf. Sie kénnen somit gestrichen werden.

Fiir die Hohe i = 2, ..., |log(n —1)] folgt durch Kontraposition fiir b;_; #

0 oder ¢;—y # 1 nach Hilfssatz 15, daf§ | 2] = |272], d.h. die Transpo-

sition (Gparent(|2:1]) |%+]) und die Transposition
(Gparent(|%:2]) |22]) sind identisch. Sie tritt einmal in der Vielfach-
heit b; und einmal in der Vielfachheit ¢; also insgesamt in der Vielfachheit

b; @ c; auf.
Falls b; = 0 und ¢; = 1 gilt, dann ist (Gparent(|%t]) |%:+]) in
Heapi(n — 1) aber nicht in Heapi(n), hat also die Vielfachheit 1 = b; & ¢;.

Mittels der Folgerung 5 wird das Element (Gparent([251]) [251]) zum

3
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Ende von Heapi(n) getragen. Es bildet dort das i. letzte Element von
(CaseB(n))*.

Da nun die Transpositionen (Gparent(|%:2]) |%:2]) und

(Gparent(| %+ ]+1) | %+ ]+1) identisch sind, werden sie sich eliminieren,
was auch fiir

(Gparent(k) k) gilt, wobei k ein Element bis zum Erreichen der nichsten
Hohe ist.

n—1=28=(110...0), . Esist k, = k, 1+ 1,alson —1= (by...by)» und
n—2=(ck_1...¢p)2. Die Argumentation lduft jedoch analog:

Es gilt fiir alle i € {0,...,k, — 1}: b, ; = 0 und b,,_1 ; = 1. Deshalb ist
(Gparent(|%]) %)) in Heapi(n — 1), aber nicht in Heapi(n), hat
also die Vielfachheit 1 = b; & ¢;. Mittels der Folgerung 5 wird das Element
(Gparent(|®5*]) [251]) zum Ende von Heapi(n) getragen. Es bildet
dort das i.-letzte Element von (CaseB(n))~'.

Da nun die Transpositionen (Gparent(|%:2]) |2%:2]) und

(Gparent(| %2 ]+1) [Z:]+1) identisch sind, werden sie sich eliminieren,
was auch fiir

(Gparent(k) k) gilt, falls k ein Element bis zum Erreichen der nichsten
Hohe ist. O

Hilfssatz 17 (Schliissellemma)

Beweis: Die Gleichung
Heapi(n) o Swap(0,n — 1) o CaseB(n) o Heapi(n — 1)~" =idg 1y

ist mittels Rechts- und Linksmultiplikation mit Heapi(n—1) bzw. mit Heapi(n—
1)~" umformbar in:

Heapi(n —1)"" o Heapi(n) o Swap(0,n — 1) o CaseB(n) = idyo,....n—1}-

Damit folgt aus Hilfssatz 14 die Aquivalenz mit:

Letztendlich mit Hilfssatz 16:
(CaseB(n))~' o CaseB(n) = id{q, . n_1}.0
Beispiel 1 Sein =15, alson —1 =14 = (bg by b1 bg)o = (1 1 1 0)2 und

n—2=13=1(c3 2 ¢1 ¢9)2=(1 1 0 1)a. Die Transposition von den Stellen
i und j (1;;) sei durch die Zykelschreibweise (i j) beschrieben.
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(12 1111 5)1(10 2)'(9 4)'(8 0)'(7 3)°
2 0)'(1 0)',

(2 0)'(3 D4 0)'(5 2)'(6 D'(7 3)'(8 0)'(9 4)'

)
(0 3)'(0 1)°,
)1
)H(13 6)1,

0)(4 0)(5 2)(6 1)(7 3)(8 0)(9 4)(10 2)(11 5)(12 1)(13 6)
13 6)(12 1)(11 5)(10 2)(9 4)(8 0)(6 1)(5 2)(4 0)(3 1)(2 0)(1 0)

Satz 11 Der best-case von WEAK-HEAPSORT wird bei aufsteigender Vorsor-
tierung der Elemente (a[i] < ali + 1] fir i € {0,...,n —2}) erzielt.

Beweis: Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei a[i] = i fiir allei € {0,...,n—
1}. Der Satz wird mittels vollstindiger Induktion iiber die Anzahl der Elemen-
te bewiesen. Induktionsanfang (n=2): Die Eingabe fiir WEAK-HEAPSORT ist
al0] = 0 und a[1] = 1, r[0] = 0 und r[1] = 0. Nach der Aufbauphase (es tritt
genau eine Vertauschung ein) gilt: a[0] = 1 und a[1] = 0, r[0] = 0 und r[1] = 1.
Dann wird a[2] auf den Wert von a[0] gesetzt und das Array ist sortiert. Die
Vergleichsanzahl ist 1 und beschreibt den best-case.

Induktionsschritt(n — 1 = n):

Das Schliissellemma
Heapi(n) o Swap(0,n — 1) o CaseB(n) o Heapi(n — 1)~ =idgo, 13

beschreibt in Verbindung mit Satz 10 den richtig beschriebenen Ubergang von
einem vorsortierten Array der Linge n hin zu einem vorsortierten Array der
Lénge n — 1.

Nach Induktionsvoraussetzung tritt fiir ein vorsortiertes Array der Linge n — 1
der best-case ein. Der Fall b) impliziert dann die minimale Anzahl |log(n+1)|—1
von Vergleichen. Somit tritt auch fiir das vorsortierte Array der Linge n der
best-case ein. O
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6 Die worst-case Analysen

Krise ist ein produktiver Zustand. Man muf ihr nur den
Beigeschmack der Katastrophe nehmen.

Max Frisch

6.1 Die worst-case Analyse von HEAPSORT

Das Negative interessiert mehr als das Positive. Das hat
Shakespeare schon gewuft. Im Grunde ist das erfreulich,
denn es beweist, daff das Negative immer noch die Ausnah-
me St.

Tennessee Williams

Es wird kurz an die klassische Version von HEAPSORT nach Williams(1964)
bzw. Floyd(1964)) erinnert.

Seien mit a[l],...,a[n] die Arrayinhalte fiir eine zu sortierende Objektmenge
der Grofle n bezeichnet. Die Heapeigenschaft gilt fiir die Position i als erfiillt,
wenn afi] < a[2i] oder i > |n/2| ist und a[i] < a[2i + 1] oder i > |n/2] ist.
Ein Array wird als Heap bezeichnet, wenn die Heapeigenschaft fiir alle Positio-

Bindrbaum, bei dem die Werte an jedem Knoten ¢ kleiner sind als die der zu-
gehorigen Kinder.

Die Prozedur ReHeap(m,i) betrachtet nur die Arraypositionen von 1,...,m,
die in dem Teilbaum mit Wurzel i liegen. Ist die Heapeigenschaft nur an der
Waurzel i verletzt, so wandelt ReHeap(m, i) den durch i beschriebenen Teilbaum
in einen Heap. Dies fiihrt zu dem bekannten HEAPSORT Rahmenprogramm:

PROCEDURE HeapSort
FOR i = n DIV 2 DOWNTO 1 DO ReHeap(n,i) OD (*Generierungphasex)
FOR m = n DOWNTO 2 DO (*Auswahlphasex)
Swap(al1],alm])
IF m <> 2 THEN ReHeap(m-1,1)
0D
END HeapSort.

Die Generierungsphase wird auch Aufbau , Heapify , oder Heap Creation
Phase genannt, die Auswahlphase auch h#ufig Selection oder Sift-Up Phase.
Die Prozedur ReH eap kann rekursiv gestaltet werden:

PROCEDURE ReHeap (m,i)
IF 2i <= m THEN
IF 2i = m
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THEN IF a[il > a[2i] THEN Swap(alil,a[2i]) FI
ELSE IF ali] <= a[2i+1] THEN 1 = 2i ELSE 1 = 2i+1 FI
IF a[i] > a[l] THEN
Swap(alil,all1])
ReHeap (1,m)
FI
FI
FI
END ReHeap.

Pro Rekursionsstufe werden max. zwei Vergleiche benétigt. Die Rekursion ter-
miniert in drei Féllen: Im Fall eines Blattes (2i > m) erfolgt kein Vergleich,
im Fall eines vereinzelten linken Kindes (2 = m) wird ein Vergleich bendtigt
und im Fall, dafl die Heapeigenschaft fiir den betrachteten Knoten i erfiillt
wird (afi] < a[l]), sind zwei Vergleiche durchgefiihrt worden. Bezeichne mit
path[1],...,path[r] die Objekte auf dem in ReH eap generierten Pfad der Linge
r, so gilt: a[pathlr]] > a[path]r — 1]] und a[path[r]] < a[2path]r]] als auch
a[path[r]] < a[2path]r] + 1]. Die Linge dieses Pfades ist durch die Tiefe d
des durch i beschriebenen Teilbaumes beschrinkt. Es werden dementsprechend
max. 2d wesentliche Vergleiche pro ReH eap—Aufruf benttigt. Demnach gilt es,
die Summe der betrachteten Baumtiefen zu studieren.

Hilfssatz 18 Die Summe der Tiefen von den betrachteten Heaps wdhrend der
Generierungsphase ist hochstens n — 1.

Beweis: (Wegener (1995)) Es sind nur die Knoten 1,..., |[n2~¢] Wurzeln von
Biumen, deren Tiefe mindestens d betriigt. Indem [n2~¢] fiird € {1,... [logn|}
aufsummiert wird, werden die Biaume der Tiefe d genau d mal gezihlt:

[logn]| o0

Z n274| < Zn2*d =n.0
d=1 d=1

Hilfssatz 19 Die Summe der Tiefen der Heaps wihrend der Auswahlphase ist
fiirn > 1:
nllogn| —2-2°s" 4 |log2]| + 2

bzw. nlogn — ¢(n)n + |log2| + 2 mit min{c(n) |n € N} =~ 1.91393.
Beweis: (Wegener (1995)) Es gilt, die Heaps der Grofe n, . ..,2 zu betrachten.

Die Tiefe des Heaps mit Wurzel 7 ist [logi|. Die Summe von |[logi| iiber alle
i€{2,...,n} wird in Analogie zu Hilfsatz 3 aufgeteilt:

Z logi] = Z |log ]
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[log n]—1
= Z 2 + |logn|(n — 2len) 1 1)
i=1
HS2 (llogn] _2)2UngnJ +24 UognJ(n_QllognJ +1)
= nllogn| —2-2U°e" 4 |logn| + 2.

Es soll n|logn| — 2 -2°8") in einen Ausdruck der Art nlogn — ¢(n)n geformt
werden, d.h. es gilt das Verhalten von

9 . 9llogn]

c(n) = (logn — |logn]) — — (12)

zu studieren. Fiir alle z € R, x € I} = [2%, 2k — 1], gilt: [logn| = k. Sei f eine
reellwertige Funktion mit

k+1
flz)=logzx — k+ .
x

Dann gilt:
1 k+1
f'(@) =0z =(2In2)2".

Weiterhin gilt fiir # € Ij,: f"(x) > 0. Demnach nimmt ¢(n) fiir n ~ (2In2)2*
den Minimalwert ¢(n) = 1.91393 an.O

T2z 2

Satz 12 Die worst-case Zahl wesentlicher Vergleiche von HEAPSORT ist durch
2nlogn+(2—2¢(n))n+2|log2| beschrinkt. Fiir den Aufbau eines Heaps geniigen
2n — 2 wesentliche Vergleiche. O

6.2 Die worst-case Analyse von BOTTOM-UP-HEAP-
SORT

Schlechte Burschen zu entlarven, ist ein gutes, ein ver-
dienstvolles Werk. (La Roche)

Friedrich von Schiller
Der Parasit, I, 2

Die Vergleichsanzahl von HEAPSORT unterscheidet sich von der unteren Schran-
ke im wesentlichen um den Faktor 2. Dieser Faktor ergibt sich dadurch, daf} in
der ReHeap—Prozedur pro Knoten des speziellen Weges jeweils ein Minimum
dreier Objekte zu bilden ist.

Die Idee der HEAPSORT—Variante BOTTOM-UP-HEAPSORT nach Carls-
son(1987b) und Wegener(1993) beinhaltet die Entkoppelung der dazu hinrei-
chenden und notwendigen 2 Vergleiche. Im sukzessiven Vergleich zwischen den
beiden jeweils betrachteten Kindern wird der spezielle Pfad bis hin zu einem
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Blatt gesucht. Und erst in einem zweiten Schritt wird die Stelle bestimmt, bis
zu der das neue Wurzelelement zur Wiederherstellung der Heapanforderung sin-
ken soll. Die Suche wird bottom up organisiert, also von dem gefundenen Blatt
zur Wurzel hin. Dadurch wird der Beobachtung Rechnung getragen, dafl die
erwartete Tiefe des einsinkenden Elementes grof} ist.

Es ergibt sich demnach folgende Struktur der BOTTOM-UP—-Ansatzes:

PROCEDURE BottomUpReHeap (m, i)
LeafSearch(m,i)
BottomUpSearch(i,j)
Interchange(i,j)

END BottomUpReHeap.

Dabei ist die Variable j global festgelegt. Seien mit a[1], ..., a[n] die Arrayinhalte
fiir eine zu sortierende Objektmenge der Grofle n bezeichnet und mit m die
betrachtete Obergrenze des aktuell giiltigen Heaps. Das letzte Element des von
i aus startenden speziellen Weges wird nun wie folgt bestimmt:

PROCEDURE LeafSearch(m,i)
j=i
WHILE 2j < m DO

IF a[2j] < al2j + 1] THEN j = 2j
ELSE j = 2 + 1
FI
0D
IF 2j = m THEN j=m
END LeafSearch.
Es ist festzuhalten, dal im Falle eines vereinzelten linken Kindes (2j = m)
ein Vergleich eingespart wird. Bezeichne mit b[1],...,b[r] die Objekte auf dem
speziellen Pfad der Linge r, zusétzlich sei b[0] = —oc und b[r + 1] = co. Wenn

mit, z das Wurzelobjekt festgehalten wird, soll nun die Stelle I gefunden werden,
so dafl b[l] < = < b[l + 1] gilt (Zum Vergleich: Die alte ReHeap Prozedur
bestimmte ein | mit b[l] < z < [l + 1]):

PROCEDURE BottomUpSearch(i, j)
WHILE ( (i < j) AND (a[il < a[j1) ) DO j = j DIV 2 OD
END BottomUpSearch.

Die erste Bedingung verhindert einen Vergleich von afi] mit sich selbst. Der
nun noch durchzufiihrende Datentransport kann effizient mittels Bitoperationen
gestaltet werden:

PROCEDURE Interchange(i,j)
1 = bin(j)-bin(i)
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x = al[il
FOR k = 1-1 DOWNTO O DO al[j DIV 27 (k+1)] = al[j DIV 2°k] 0D
aljl = x

END Interchange.

Falls fiir i # j a[i] # a[j] ist, so produziert BottomUpReHeap(m,i) das gleiche
Ergebnis wie ReHeap(m,i). Die Korrektheit des Ansatzes folgt somit aus der
von HEAPSORT.

Hilfssatz 20 Die Anzahl der Vergleiche wihrend der Aufrufe von LeafSearch
in der Generierungsphase ist mindestens n — [log(n + 1)] — [logn] + 1 und
hdchstens n — 2.

Beweis: (Wegener (1993)7) Fiir n = 2*—1 ist der eingebettete Baum vollstéindig.
Es befinden sich auf der Hohe I € {1,...,k — 1} genau 2¥~(+1 Knoten. Jeder
dieser Knoten verursacht | Vergleiche. Damit ergibt sich die Gesamtzahl von:

k—1 k—1
okt = Y (k- m)2m!
=1 m=1

k—1 k—1
= Z k2mt — Z m2m!
m=1 m=1

() 1)

= k2l 1) — Z((k—2)2F +2)

N | =

= k-1

Vergleichen. Nun wird der n#chste Level von links nach rechts aufgefiillt, d.h.
n e {2k, ... 281 —1}. Somit ist i = n— (2% —1) die Anzahl der Knoten auf dem
untersten Level k. Im Bezug auf den vollstindigen Baum (2F — 1) erhoht sich
die Hohe von allen Vorfahren der durch ¢ beschriebenen neuen Blatter um 1. Ist
i ungerade, d.h. beschreibt i ein geschwisterloses Blatt, so ist kein zusétzlicher
Vergleich an der Wurzel eines Vorfahrens nétig. Somit ergeben die akkumulierte
Anzahl der Vorfahren zu den Knoten 2% bis n — 1 eine obere Schranke fiir die

Anzahl der zusétzlichen Vergleiche:

L1 fi1
Z[ 9r 1 < k+z or
r=1 i=1
. — 1
< k+@—1y§:§;
i=1
= i—1+k

"Ebd. wird die untere Grenze verkiirzt bewiesen.
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Aufgrund der Ganzzahligkeit der linken und rechten Seite gilt: Zf:] (4] <
i — 2 + k. Demnach ist der worst-case der durch LeafSearch bedingten Ver-
gleichsanzahl fiir die Aufbauphase durch 28 — 1 —k+i — 2+ %k = n — 2 nach
oben beschrénkt.

Die obere Schranke ist aber auch immer grofler gleich 28 — 1 —k + (i — 1) =
n—(k+1) = n—[log(n+1)], da fiir die Anzahl der Vergleiche auf der untersten

Ebene die folgende Ungleichung gilt:

i1 e

;f 1 2 f; |
_ [¢—1_i;—kl1
= i1

Nur wenn die Prozedur LeafSearch mit einer Wurzel des speziellen Pfades
aufgerufen wird, ld8t sich im best-case noch ein Vergleich sparen. Fiir n # 2k
liegen nicht mehr als |[logn| — 1 innere Knoten auf dem speziellen Pfad. O

Hilfssatz 21 Die Anzahl der Vergleiche wihrend der Aufrufe von LeafSearch
in der Auswahlphase ist fiir n > 3 hdchstens:

nllog(n —2)| — 2 28— |10g(n — 2)| + 2
bzw. nlogn — ¢(n)n mit min{c(n) |n € N} ~ 1.91393.
Beweis:(Wegener (1993)) Die Prozedur LeafSearch wird in der Auswahlphase
fiir die Parameter (i,1), i € {n — 1,...,2}, aufgerufen. Fiir jedes i werden
maximal |log(i —1)] Vergleiche durchgefithrt. Die Summe von |log(i —1)] iiber

alle 1 € {2,...,n} wird in Analogie zu Hilfsatz 19 zum behaupteten Ergebnis
ausgewertet:

n—1

> llog(i — 1))

i=2

n—2
= ) llogi]

i=1

[log(n—2)]-1
= > 2t + |log(n — 2)|(n — 2Lesn2)) 1)

i=1

(Llog(n — 2)] — 2)21°=21 4 2 1 [log(n — 2)] (n — 21521 1)

= nllog(n —2)| —2-2le=2] _|log(n — 2)| + 2.
Es soll n|log(n — 2)] — 2 - 2l°8("=2)] in einen Ausdruck der Art nlogn — ¢(n)n
geformt werden, d.h. es gilt das Verhalten von

9. 9llog(n—2)]

¢(n) = (logn — [log(n = 2)]) - ———— (13)
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zu studieren. Fiir alle z € R, z € I, = [2% + 2,2FF1 4 1], gilt: |log(n — 2)] = k.
Sei f eine reellwertige Funktion mit

2k+]
f(x)=logx — k +

Dann gilt:
1 k+1

/ — _ — y — k
fi(x) = on 22 0= z=(2In2)2

Weiterhin gilt fiir # € Ij,: f"(x) > 0. Demnach nimmt ¢(n) fiir n ~ (2In2)2*
den Minimalwert ¢(n) = 1.91393 an.0

i n+ 2

Beweis: (Verteilungs—, oder Gleichsetzungsmethode) Einerseits ist:

Hilfssatz 22

n+1 . n
n+1 1 1
Snl = Z ng— nty g
i=0
1
= st oo

und andererseits gilt s,.1 = (n + 1)/2""1 + s,,. Gleichsetzung und Auflésen
nach s, liefert die Behauptung. O

Satz 13 BOTTOM UP HEAPSORT bendtigt nicht mehr als 1.5nlogn + (2 —
¢(n))n + O(log® n) Vergleiche.

Beweis: (Wegener (1993)%) Da in der Prozedur BottomUpSearch nicht mehr
Vergleiche gemacht werden als wiahrend des entsprechenden Aufrufes von
LeafSearch, ist nach Hilfssatz 20 die Anzahl der Vergleiche in der Generie-
rungsphase durch 2n — 4 beschrinkt. Hilfssatz 21 garantiert, dafl die Anzahl
der Vergleiche in der Auswahlphase, die durch die Aufrufe von LeafSearch
verursacht werden, durch nlogn — ¢(n)n begrenzt ist.

Es gilt demnach noch, die Anzahl der Vergleiche fiir die BottomUpSearch
Aufrufe zu untersuchen. Es wird gezeigt, dafl diese Zahl durch 0.5nlogn + 2n +
O(log® n) begrenzt ist.

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit wird angenommen, dafl der Heap die
Elemente von 1 bis n enthalt.

Sei n = 2% — 14 2" fiir ein @ € [0,1) gegeben. Dabei bezeichnet a den Fiillgrad
des untersten Levels, d.h die Level 0,...,k — 1 sind vollstéindig und der Level

8Ebd. wird das etwas schwiichere Ergebnis von 1.5n log n+(2.25—¢(n))n+0(log?n) gezeigt.
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k mit a2* Knoten gefiillt. Es gibt [n/2] Blétter. Die Elemente von 1 bis [n/2]
werden als klein und die anderen Elemente als grof3 bezeichnet. Nach den ersten
[n/2] BottomUpSearch Aufrufen sind nur noch die grofie Elemente im Heap.
Die Heapeigenschaft impliziert, dal die Nachfolger von grofien Elementen grof3
und die Vorgénger von kleinen Elementen klein sein miissen. Damit sind maxi-
mal [n/4] Blétter klein und demnach auch die einzusinkenden Wurzeln.

Die Idee gestaltet sich nun wie folgt: Die bottom-up betrachteten Wege von
kleinen Wurzelelementen werden durch die aktuelle Tiefe d(t) abgeschitzt. Sie
dominieren insgesamt die verbleibende Laufzeit. Fiir die verbleibenden [n /2] —
[n/4] grofien Elemente wird gezeigt, dafl deren mittlere Tiefe sehr grofi und
damit der Bottom—Up—Pfad kurz sein mufl. Induktiv werden dann die folgenden
Hohen in grofl und klein partitioniert und zu einem Gesamtergebnis verbunden.
Die Summe der insgesamt [n/2] Tiefenwerte d(t) betrigt:

a2tk + ([%1 —a2t) (k- 1) = fg]k— ([%1 —a2t). (14)

Betrachte den m-ten BottomUpSearch Aufruf eines grofien Elementes. Sei d,,
die Tiefe im aktuellen Baum, an dem das Wurzelelement, fiir diesen Aufruf letzt-
endlich landet. Damit ergeben sich unmittelbar d(t) — d,,, + 1 Vergleiche in der
Riickwirtssuche. Grofie Elemente steigen nur dann auf, wenn sie mit groflen Ele-
menten verglichen werden, demnach kann die Summe der d,, nicht grofler als
die minimale Summe von Tiefen eines aus [n/2] — [n/4] Knoten bestehenden
Bindrbaumes sein. In diesem Fall sind die Level O, ..., k — 3 vollstdndig und der
Level k — 2 bis zur Position |a2*~2| aufgefiillt. Die Summe der Tiefen betréigt
demnach:

k—3
S+ a2t (k-2) B (k- 4282 424 a2b 2k - 2)
=0

Y

, 1
(k 74)% + (k=47 — (k= 4)a2" 2 42+
(@2F72 —1)(k - 2)

> (k 74)% +2a2F 2 — |+ 3.

Zusammenfassend ergeben sich fiir die ersten |n/2| Aufrufe von
BottomUpSearch maximal

f%}k— ([%1 —an) ~(k —4)% 202k 2 4 k- 3+ [%1 _ [%1
< ([g] *%)k+¥+a2k’] +k

Vergleiche.
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Letztendlich betrégt die Anzahl der Vergleiche in der Auswahlphase also weniger
als:

>~
|
-

n n . 3n i
(|—21+1-|_211+2)(k_2)+21+2+042k 1+k;_z

k—1 k k—1
n . Z 1 Z i1 Z .
i=0 i=1 =0

ESIESS
[l
- o

™

=0
k—1 n 371 k—1
< (21+2)(k—i)+7+a2’“+22(k—i)
=0 =0
< Z kzl Zi +—+ +227
B 4 =0 i= 22
HS22 nk n n k—|—2 ;
< -4 2n + k?
5 oty T Tt
k
< %—g+()(k)+2n+k2.

Mit k = [logn] < logn+1 ergibt sich die zu beweisende Grenze von 0.5n logn +
2n + O(log*n). O

Fleischer (1991) sowie Schaffer und Sedgewick (1993) haben worst-case Beispiele
angegeben, bei denen die Anzahl der wesentlichen Vergleiche fiir BOTTOM--
UP-HEAPSORT gleich 1.5nlogn — o(nlogn) ist.

6.3 Die worst-case Analyse von MDR-HEAPSORT

Schlaf ist mir lieb, doch iber alles preise ich, Stein zu sein.
Widihrt Schande und Zerstiren, nenn ich es Gliick: Nicht
sehen und nicht héren.

Michelangelo Buonarotti

McDiarmid and Reeds (1989) Variante des BOTTOM-UP-HEAPSORT, kurz
MDR HEAPSORT ermdoglicht es, weitere Vergleiche einzusparen, indem alte In-
formationen verwendet werden. Es wird allerdings ein zusétzliches Array info
bendtigt, dal diese alten Informationen verwaltet. Die moglichen Belegungen
von info[j] sind unbekannt, links und rechts (abgekiirzt mit u, ! und r) und
kénnen mit zwei Bits codiert werden. Ist info[j] = I, dann enthilt das linke
Kind ein kleineres Element als das rechte, im Falle info[j] = r ist es entspre-
chend genau umgekeht. Wenn info[j] = u gilt, ist keine Dominanz der Kin-
der untereinander bekannt. Da die Information info[j] nur fiir die Elemente
1,...,|(n — 1)/2] das Einsparen von Vergleichen verspricht, werden insgesamt
nur 2| (n — 1)/2] < n Zusatzbits bendtigt. Somit ist MDR-HEAPSORT als ein
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direkter Konkurent zu WEAK-HEAPSORT anzusehen, da sich die Zusatzinfor-
mation pro Knoten auch auf ein Bit beschrinkt.

Es sei info[j] mit u initialisiert. Die Verinderungen zu BOTTOM-UP-HEAP-
SORT sind gering;:

PROCEDURE MDRReHeap (m,1)
LeafSearch(m,i)
BottomUpSearch(i, j)
Interchange(i,j)

END MDRReHeap.

mit

PROCEDURE LeafSearch(m,i)
j=1i
WHILE 2j < m DO
IF info[j] = 1 THEN j = 2j
ELSEIF info[j] = r THEN j = 2j + 1
ELSEIF a[2j] < a[2j + 1] THEN info[j] =1
j = 2]
ELSE infolj]l = r
j=2j+1
FI
0D
IF 2j = m THEN j=m
END LeafSearch.

Die Prozedur BottomUpSearch(i,j) wird nicht modifiziert und der Informati-
onsverlust, der durch das Einsinken des Wurzelelementes eintritt, wird wie folgt
verwaltet:

PROCEDURE Interchange(i,j)
1 = bin(j)-bin(i)
x = ali]
FOR k = 1-1 DOWNTO O DO a[j DIV 2~ (k+1)] = a[j DIV 27k]
info[j DIV 27(k+1)] = u
0D
aljl = x
END Interchange.

Die Korrektheit des Algorithmus folgt direkt aus der Korrektheit von BOTTOM-
UP-HEAPSORT. Auch MDR-HEAPSORT konstruiert bei paarweise verschie-
denen Elementen in jedem M DRReH eap—Schritt den gleichen Heap wie das
bekannte HEAPSORT-ReH eap.

Im folgenden soll die worst-case Analyse von Wegener (1992) dargestellt werden.
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Um die Anzahl der Vergleiche besser studieren zu kénnen, wird die Bezeichnung
Kiesel (pebble) eingefiihrt. Ein Knoten j besitzt einen Kiesel, wenn in fo[j] # u
und j zwei Kinder im aktuellen Heap hat. Kiesel werden nur in der Prozedur
LeafSearch erzeugt. Sie verschwinden, wenn ein Knoten in der Auswahlphase
das rechte Kind einbiifit und sie werden in der Prozedur Interchange entfernt.
Wihrend eines Aufrufes von M D RReH eap werden zuerst alle Knoten des spe-
ziellen Pfades (SP) b[1],...,b[d] mit einem Kiesel versehen und dann fiir ein
spezielles Anfangsstiick b[1],...,b[l] wieder entfernt. Dabei besitzt b[d] keinen
Kiesel und b[d — 1] besitzt keinen, falls er nur ein Kind hat. Eine solche teilwei-
se Belegung mit Kieselsteinen gilt demnach auch fiir jeden noch zu wihlenden
speziellen Pfad. Sei k die Position des letzten noch mit einem Kiesel markierten
Knoten von SP und j so bewihlt, daf3 die Prozedur Interchange einen zykli-
schen Shift der Elemente b[1],...,b[j] bewirkt. Demnach werden alle Kiesel auf
b[1],...,b[j — 1] entfernt.

Die Anzahl der Vergleiche, die sich durch den Aufruf von LeafSearch ergeben,
betragt folglich £ + 1 und die Anzahl der Vergleiche, die BottomUpSearch
benotigt, ist min{d,d — j + 1}, da die Wurzel nicht mit sich selber verglichen
wird. Insgesamt ergeben sich also héchstens

k+14+d—j+1=d+1—(d—1-k)+(d—j) (15)

wesentliche Vergleiche.
Diese Anzahl gilt es nun wie folgt zu interpretieren:

e dist die Lange von SP, d.h. d ist entweder genau durch die Tiefe des Heaps
oder durch die Tiefe des Heaps minus Eins gegeben.

e 1 charakterisiert den Vergleich zwischen b[0] und b[d].

e d—1—kist die Anzahl der alten Kiesel auf dem Pfad vor dem Aufruf von
LeafSearch (diese Anzahl ist d — 2 — k, falls b[d — 1] nur ein Kind hat).

e d — j ist die Anzahl von neuen Kieselsteinen auf diesem Pfad nach dem
Aufruf von LeafSearch (diese Anzahl ist d — 1 — j, falls b[d — 1] nur ein
Kind hat).

Da es das Ziel ist, diese Terme als worst-case an Vergleichen aufzusummieren,
gleichen sich die Terme der Sonderfille zu den letzten zwei Punkten aus.

Der Algorithmus startet und endet mit keinem Kiesel. Wenn OP die Summe
der alten Kiesel und NP entsprechend die Summe der neuen Kiesel bezeichnet,
so ist NP-OP die Anzahl der verschwindenen Kiesel.

Hilfssatz 23 Die Anzahl der verschwindenden Kiesel ist kleiner als |(n—1)/2].

Beweis:(Wegener (1992)) Da die Kiesel nur auf den Knoten 1,...,[(n —1)/2]
liegen konnen und fiir jeden in M D RReH eap betrachteten Knoten maximal ein
Kiesel verschwinden kann, folgt die Behauptung unmittelbar. O
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Hilfssatz 24 Die Anzahl der Aufrufe von BottomUpSearch ist gleich n +

In/2) — 2.

Beweis: (Wegener (1992)) Die Zahl setzt sich zusammen aus n — 1 Aufrufen
aus der Generierungsphase und |n/2] — 1 Aufrufen der Auswahlphase.O

Satz 14 Der worst-case an Schlisselvergleichen fiir MDR-HEAPSORT liegt bei
nlogn + (3 —c(n))n + [logn] —1 < (n+ 1)logn + 1.086072n,  (16)
mit min{c(n) | n € N} ~ 1.91393.

Beweis: (Wegener (1992)) Die Ergebnisse der HEAPSORT Analyse helfen, die
Summen der Tiefen der betrachteten Heaps aufzudecken:

Die Summe der Tiefen der betrachteten Heaps wihrend der Generierungsphase
ist nach Hilfssatz 18 hochstens n — 1. Die Summe der Tiefen der betrachteten
Heaps wihrend der Generierungsphase ist nach Hilfssatz 19 hochstens nlogn —
c(n)n + [log2] + 2.

Der worst-case an Vergleichen ergibt sich aus der Summation der Terme der
rechten Seite von Gleichung 15.

Die Summe der '1’-Terme entspricht der Anzahl von BottomU pSearch-Aufrufen
und ist demnach durch Hilfssatz 24 gegeben, wihrend die Summe iiber die
letzten beiden Terme gerade der Anzahl der verschwindenen Kiesel gleicht, die
in Hilfssatz 23 abgeschétzt wurde. Die Linge des speziellen Pfades d wird jeweils
durch die Tiefe des Heaps begrenzt.

Demnach ist die Anzahl der Vergleiche hichstens:

[(n=1)/2|+n+|n/2] —2+n—1+nlogn —c¢(n)n + |log2] + 2

<nlogn+ (3 —c(n))n + [logn| — 1.0

6.4 Die worst-case Analyse von WEAK-HEAPSORT
Das Schlimme steht dem Besten oft zundichst. (Matthias)

Franz Grillparzer
Ein Bruderzwist in Habsburg I1

Der Abschnitt iiber die best-case Analyse von WEAK-HEAPSORT zeigte auf,
daB die im Satz 7 bewiesene untere Grenze nk — 2* + 1 mit k = [logn] fiir die
Anzahl der Vergleiche scharf ist, d.h. es gibt ein Beispiel, bei dem diese Grenze
auch angenommen wird.

Gleiches gilt auch fiir die obere Grenze von nk — 2¥ +n — k Schliisselvergleichen.
Die worst-case Betrachtung kann gut auf die schon gewonnenen Resultate aus
der Analyse des best-cases aufgebaut werden.

Die Idee ist, dafl der erste von MergeForest(m)
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initiierte Merge Aufrufimmer die Arraystellen m—1 und m erhélt. Der spezielle
Pfad verfehlt demnach die zum Fall b) fiihrende Stelle genau um eins.

Damit 148t sich die Belegung von Reverse]i] fiir i € SP aus der Binédrcodierung
von n — 2 bestimmen.

Es lassen sich viele Sitze aus der best-case Analyse iibertragen. Zum Beispiel
gilt der zu Hilfssatz 5 vergleichbare

Hilfssatz 25 Sein —2 = (by...bg)2 mit k = |log(n —2)].
Wenn Reverse[|%:2]] = bi_y firi € {1,...,k} ist, dann ist n — 2 das letate
Element von SP.

Beweis: Analog zu Hilfssatz 5. O

Auf der Suche nach einem geeigneten Gegenbeispiel, das diese Bedingung nach
der Generierungsphase erfiillt, findet sich die Eingabe a[i] = i + 1 fir ¢ €
{0,...,n — 2} und a[n — 1] = 0. Mit ihr l#8t sich in Hinblick auf Hilfssatz 7
folgendes Resultat erzielen:

Hilfssatz 26 Sein—2 = (bg...by)2 mitk = [log(n—2)|, SP = {[(n—2)/2¢] |
i€{l,...,k}} der Weg von Index n—2 zu Index 1. Bei einer Initialkonfiguration
alil =i+ 1 firi € {0,...,n — 2} und a[n — 1] = 0 gilt nach Beendigung von
WeakHeapify:

a) Reverse[0] =0,

b) Reverse[j] =1, j ¢ P,

n—2

c) Reverse[n — 1] = 0, Reverse[n — 2] = 1 und Reverse[|“5=|] = b; 1, i €
{1,...,k}.

Beweis: Analog zu Hilfssatz 7. O

Es tritt also bis auf einmal pro Level Fall a) ein. Auch im Fall ¢) markiert n — 2
das Ende des speziellen Pfades.

Die Hilfssétze 8 und 9 gelten weiterhin, wenn n — 1 auf n — 2 gesetzt wird. Bei
einer zusétzlich angenommenen Eingabe afi] =i + 1,4 € {0,...,n — 2}, und
aln — 1] = 0 gelten sogar die Hilfssiitze 10 und 11, so daf sich das folgende
zentrale Resultat beweisen l1af3t:

Folgerung 6 Sein € N mitn—2= (b, -..bno)2 mit k, = [log(n—2)]. Sei
desweiteren ali]| =i+ 1 firi € {0,...,n — 2} und a[n — 1] = 0 eine Eingabe
fiir WEAK-HEAPSORT. Nach dem Aufruf der Prozedur Heapify ergibt sich
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im ersten MergeF orest™-Schritt die folgenden Kette von Transpositionen:

Té?pm‘ent(n72)20,n72o
bn,0®bn—1,0
Gparent(["Q—:zj)ZO,["Q—:zj

0...0
b ky —1DPbn 1,8, —1
Gparent([ﬁj):ﬂ,[%j:l’

wobei 7', die a-mal angewendete Transposition von den Stellen i und j fir
i,7 €{0,...,n— 1} bezeichnet.

Beweis: Nach Hilfssatz 25 in Verbindung mit Hilfssatz 26 tritt bei der ange-
gebenen Sortierung im ersten MergeForest*-Schritt bis auf einmal pro Level
Fall a) ein. Deshalb wird als erster Schritt 75, , durchgefiihrt. Auch im Fall
c) startet der Algorithmus mit 74, ,. An der Stelle n — 2 liegt das kleinste
Element (1 im Fall a) und 0 im Fall ¢)) von SP, so daf§ die Behauptung analog
zu Folgerung 3 mit Hilfe der Monotonieeigenschaft, erzielt werden kann. O
Zusammenfassend gilt:

Satz 15 Sein € N mitn —2 = (byi...bno)2 mit ky, = [log(n — 2)|. Deswei-
teren definiere die folgenden Permutationen:

Heapi(n)
1

1
T TGparent(n72),n72o

TGparent(n72)7n72 °© TGparent(n72),n72 ©...0
bn,o 1
: o . oT o e ©...0
Gparent(LTQj),[Q—l2J prlrﬁnt(L—QﬁJ*l),L 212J*1
bn 1 1
n— n— oT n— n_ ° -©
Gparent(LQ—zzj),[z—zzj Gparent(| 222J*]):L 222J*]
b ky —2
I 4| =1 n-1 0
rparen/(L—zknil j),[zkn’71j

Tbn,k,,lfl
n—1 n—1
Gparent(LQk—"j):O,LQk—"j:]

und Swap(0,n — 1) := 19 n_1, letztendlich

CaseAC(n) := 1 ,_50
b0 @b —
b
0,[ 5]

b ky —1DPbn 1k, —1
To,1 )

wobei 7'; die a-mal angewendete Transposition von den Stellen i und j fir
i, €{0,...,n — 1} bezeichnet.
Sei desweiteren ali] =i+ 1 firi € {0,...,n—2} und a[n — 1] = 0 eine Eingabe

fiir WEAK-HEAPSORT.
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Dann werden die in der Aufbauphase durchgefiihrten Vertauschungen korrekt
durch Heapi(n) und die in dem ersten Auswahlschritt durchgefihrten Vertau-
schungen korrekt durch die Hintereinanderausfihrung von Swap(0,n — 1) und

CaseAC (n) beschrieben.

Beweis: Analog 7zu Satz 10. O

Da Heapi(n) in der worst-case von der best-case Betrachtung aufgrund der un-
terschiedlichen Eingaben abweicht, werden diese Fille durch die Bezeichnungen
Heapiy(n) (fiir den best-case) und Heapi,,(n) (fiir den worst-case) voneinander
getrennt.

Die Folgerung 4 wird durch die Subsitution von n — 1 durch n — 2 {ibertragen.
Nun trennen sich die Argumentationswege des best- und worst-cases langsam
voneinander. Ziel ist es, das Schliissellemma des worst-cases auf das Schliissel-
lemma des best-cases zu stiitzen. Es gilt ndmlich der folgende

Hilfssatz 27
Heapiy(n) = Heapip(n — 1). (17)

Beweis: Der Vergleich in den Sdtzen 10 und 15 festgestellten Vertauschungen
der Aufbauphasen liefert unmittelbar das behauptete Resultat. O

Hilfssatz 28

Heapiy(n)o (0 n—1)=(n—2 n— 1) o (Heapi,(n)). (18)

Beweis: Idee: Die Transposition (n — 2 n — 1) soll sukzessiv durch die Kette
der Transpositionen in Heapi,,(n) geschleift werden. Die erste Transposition,
die von (n — 2 n — 1) erreicht wird, ist (Gparent(n — 2) n — 2). Es gilt:

(n—2 n—1)o(Gparent(n —2) n—2) =

(Gparent(n —2) n —2) o (Gparent(n —2) n —1).

AuBlerdem beinhaltet keine der folgenden Transpositionen aus Heapi,,(n) einen
Teil n — 2, so dal nun mittels Hilfssatz 27 der Beweis von Hilfssatz 14 zum
gewiinschten Endergebnis nachgeahmt werden kann. O

Hilfssatz 29

CaseAC(n) = Swap(0,n — 2) o CaseB(n — 1). (19)
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Beweis: Auch hier liefert der Vergleich in den Sétzen 10 und 15 festgestellten
Vertauschungen der Aufbauphasen unmittelbar das behauptete Resultat. O

Hilfssatz 30 (Schliissellemma,)

Heapi,(n) o Swap(0,n — 1) o CaseAC(n) o Heapiy(n —1)"' = (n —2 n—1).

Beweis: Die behauptete Gleichung ist nach Hilfssatz 28 gleichbedeutend mit
(n —2 n —1)Heapi,(n) o CaseAC(n) o Heapin(n —1)"' = (n -2 n—1).

Die Anwendung der Hilfssdtze 27 und 29 liefert die folgende dquivalente Glei-
chung

(n—2 n—1)o Heapiy(n—1) o Swap(0,n —2) o CaseB(n —1) o Heapiy(n —2)""

=n-2n-1).

Die Multiplikation von links mit (n —2 n — 1) liefert nun das Schliissellemma
des best-cases. O

Beispiel 2 Sein =16, alson —2 =14 = (bg by b1 bg)o=(1 1 1 0)2 und
7773:13:((‘3 Cy C1 (‘0)2—(1 10 ].)2

Heapi,,(16) = (14 3)! (13 6)1(12 1)%(11 5)1(10 2)*(9 4)1(8 0)1(7 3)°

6 1)'5 2)'(4 013 D' 0)'(1 0),

Swap(0,16) = (0 15)*,
CaseAC(16) = (0 14)'(0 7)
Heapi(15)~! = (1 0)}(2 0)!
(10 2)1(11 5)'(12 1)'(13 6)L.

Damit ist
Heapi,, (16) o Swap(0, 16) o Case AC(16) o Heapi(15) ™'
= (14 15).

Satz 16 Der worst-case von WEAK-HEAPSORT wird bei folgender Sortierung
der Elemente erzielt:

aln — 1] < ali] < ali +1],i € {0,...,n — 3}.

Beweis: Ohne Beschriinkung der Allgemeinheit sei a[i] = i + 1 fiir alle i €
{0,...,n — 2} und a[n — 1] = 0. Sei diese Eingabe als worst(n) vorsortiert be-
zeichnet. Der Satz wird mittels vollstéindiger Induktion tiber die Anzahl der Ele-
mente bewiesen. Induktionsanfang (n=2): Die Eingabe fiir WEAK-HEAPSORT
ist a[0] = 0 und a[1] =1, r[0] = 0 und r[1] = 0. Nach der Aufbauphase (es tritt
genau eine Vertauschung ein) gilt: a[0] = 1 und a[1] = 0, r[0] = 0 und r[1] = 1.
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Dann wird a[2] auf den Wert von a[0] gesetzt und das Array ist sortiert. Die
Vergleichsanzahl ist 1 und beschreibt den worst-case.

Induktionsschritt(n — 1 = n):

Das Schliissellemma

Heapi(n) o Swap(0,n — 1) o CaseAC(n) o Heapip(n —1)"' = (n—2 n—1)

beschreibt in Verbindung mit Satz 15 den richtig beschriebenen Ubergang von
einem worst(n)—vorsortierten Array der Linge n hin zu einem worst(n — 1)—
vorsortierten Array der Linge n — 1.

Nach Induktionsvoraussetzung tritt fiir ein worst(n — 1) vorsortiertes Array
der Liange n — 1 der worst-case ein. Es werden bis auf den Fall n = 2* genau
[log(n+1)], sonst |log(n+1)| —1 Vergleiche im Auswahlschritt benttigt. Somit
tritt auch fiir das Array der Linge n der worst-case ein. O

7 Die Anzahl von Heaps und Weak-Heaps

Wer hohe Tirme bauen will, muf lange beim Fundament
verweilen.

Anton Bruckner

7.1 Die Anzahl von Heaps

What is one and one and one and one and one and one and
one and one and one and one?

I don’t know, said Alice, I lost count.

She can’t do Addition.

Lewis Caroll
Alice in Wonderland

Um in den Themenkomplex der average case Analyse einzuleiten, werden die
Arbeiten von Knuth (1973) bzw. Schaffer und Sedgewick (1993) vorgestellt, die
zur Bestimmung der Anzahl von Heaps fithren.

Sei n die Groe des Heaps, SP der (spezielle) Pfad zum Knoten mit Index n
(vergl. Abb. 10).

Die Teilbdume zu Wurzeln links bzw. rechts von SP sind vollstéindig.

Hilfssatz 31 Sein = (by...bo)2 mit k = |logn]|. Die Wurzelelemente w; =
(1bg_1 ...b;)2 von SP beschreiben Teilbdume der Grifle g; = (1b;_1...bg)a,
i €{0,...,k}.
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Abbildung 10: Ein Heap mit n = 26 = (11010), Elementen.

Beweis: (Knuth (1973)%) Aus k = [logn| folgt direkt by = 1. Es wird obiges
Resultat mittels vollstindiger Induktion {iber i gezeigt. Fiir ¢ = 0 ist wg =
(1bg—1...bo)2 =nund go = (1) = 1. Sei nun w; 1 = (1bg_1 ...bi41)2 = |w;/2]
gegeben.

Fall a) b; = 0, d.h. w; ist linkes Kind von w;1, und der rechte Teilbaum ist mit
27 — 1 Elementen vollstindig aufgefiillt. Es gilt:

gis1 = gi+2'—1+1
gi+2i
(1b;—1...bo)2 + (10...0)s
= (10bj_; ...bo)>
= (1bsbi_1...bgy)o.

Fall b) b; = 1, d.h. w; ist rechtes Kind von w;;1 und der rechte Teilbaum ist
mit 27! — 1 Elementen vollstindig aufgefiillt. Es gilt:

gis1 = gi+27 —1+1
N
— (i1 ...bo)s + (100...0)s
— (11 1. bo)s
—  (1bbis ...bo)s.0

Nun sollen die Anzahl und die Grofien der Teilbdume rechts bzw. links von SP
studiert werden.

Hilfssatz 32 Die Anzahl der Biume der Grife G; = 28 —1 ist B; = L”fg,-iilj,
ie{l,...,|logn|}.

9Ebd. ist dieser Satz als Ubungsaufgabe ohne Losungshinweis gestellt.
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Beweis: (Knuth (1973)!19) Die Anzahl der Biume gleicher Gréfie B; ergibt sich

durch Zzhlen aller Knoten mit Indizes zwischen w; und w;1q, d.h. fiir i = 1:

By = |21 ] und fiir beliebiges i unter Beachtung von Satz 9:

_ o Im2t -1
B, = [fJ

_onj/2t -1

= LTJ

— LLWJD

21'

Satz 17 Sei s; die Grifie des Teilbaumes zur Wurzel i. Die Gesamtzahl der
Madglichkeiten, die Zahlen {1,... ,n} in einen Heap zu iberfithren, ist

fn) = 5— (20)

Beweis: (Schaffer und Sedgewick (1993)) Sei f(n) =| {H | H ist Heap mit n
paarweise verschiedenen Schliisseln } |. Da die Wurzel mit n belegt werden muf}
und keine Restriktion fiir die Verteilung der iibrigen Schliissel auf die Teilbdume
Ty und Ty wirkt, gilt folgende Rekursion:

f(n) = (’]T‘ 1>f(|T1|)f(T2|)= (21)

wobel |T1| + |T»| = n — 1 gilt. Durch die Division durch n! ergibt sich:

fn) 1 f(T]) fF(T2))
n on [Tl TR (22)

Die Expansion dieser Formel liefert:

f(n) = 0 (23)

Folgerung 7 Sei die Fingabe von HEAPSORT durch eine Permutation der
Elemente {1,...,n} gegeben. Die Ereignisse

E;= {Wurzel i ist mazimal in dem durch ihn festgelegten Teilbaumn}

sind unabhdngig voneinander.

10Ehd. ist dieser Satz als Ubungsaufgabe ohne Lésungshinweis gestellt.
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Beweis: Fiir jedes i € {1,...,n} soll der Schliissel zu i maximal in dem
durch i festgelegten Teilbaum sein. Wenn der Baum zufillig mit den Elementen
{1,...,n} gefiillt wird, ist dies nur in 1/s; aller Fille erfiillt. Da das Produkt
der Randwahrscheinlichkeiten Prob(Wurzel 4 ist maximal in dem durch ihn fest-

gelegten Teilbaum) gerade gleich den Bruchteil 1/( H i) der Heaps unter allen

Permutationen beschreibt, sind die Ereignisse E; unabhanglg voneinander. O

Folgerung 8 Sei k = |[logn| und seien G;, B; bzw. (1b;_1 ...bg)2 entsprechend
den Hilfssitzen definiert. Dann gilt

n k k

[Isi =TI@G)" - [Ibi-1 . bo)o. (24)

i=1 i=1 i=1

So ist z.B. die Anzahl von Méglichkeiten {A,...,Z} in Abb.10 so zu plazieren,
dafl die alphabetische Ordnung auf allen Pfaden gewihrleistet bleibt, gleich
26!/(1123572151)(26-10-6-2 - 1)

n L’n/z
Das;=1fiirie {{n/2]+1,...,n} gilt, ist [[ s; = H Si.

7.2 Die Anzahl von Weak-Heaps
Genug ist Uberfluf fiir den Weisen.

Euripides

Ein Allgemeiner Heap H ist ein (nicht unbedingt binéirer) Baum, mit der Eigen-
schaft, daB fiir alle v € H und dessen Kinder w € H gilt: a[v] > aw]. Folgen-
des Resultat belegt, dafl Weak-Heaps als Allgemeine Heaps aufgefafit werden
koénnen:

Hilfssatz 33 Die folgenden Bedingungen sind dquivalent:

(W1) Der Wert an jedem Knoten ist grofier oder gleich den Werten an den
Knoten des rechten Teilbaumes, d.h. Yz € T,Vy € rT(z) : a[z] > aly].

(W1’) Der Wert an jedemn Knoten ist grifler oder gleich den Werten seiner Grofs-
kinder, d.h. Vz € T,Vy € S, : a[z] > aly].

Beweis: Die Behauptung (W1) = (W1') ist trivial, da (W1') ein Spezialfall
von (W1) ist.

Zur Behauptung (W1') = (W1): Sei z € T gegeben. Annahme: Es existiert ein
y € rT(z) mit a[z] < ay]. Dann wihle dieses y minimal, in dem Sinne, daf}
folgendes gilt: Falls a[Gparent(y)] > aly] und Gparent(y) € rT(x) gilt, wird fiir
y das Grofelternteil Gparent(y) gewihlt. Ist dann y € S,, so gilt a[z] < a[y]
im Widerspruch zu (W1’). Ist y ¢ S,, so existiert ein w = Gparent(y) mit

alw] < aly], was genauso widerspriichlich zu (W1’) ist. O
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Die Einbettung eines Weak-Heaps W H in einen Allgemeinen Heap H ist nun
offensichtlich: Fiir v € WH wird ein v im Allgemeinen Heap generiert, dessen
Kinder aus allen Kopien w aus W H gebildet werden, fiir die w € S, gilt:

% @
© & ® @
©, ©
& ® © O

Abbildung 11: Einbettung eines Weak-Heaps in einen Allgemeinen Heap.

Satz 18 Die Anzahl der Mdiglichkeiten, die Zahlen {1,...,n} (I = |logn]) in
einen Weak-Heap zu iberfiihren ist im Spezialfall n = 2!

n!

gn) = 5 (25)

und im allgemeinen Fall

o [T (2004 5 o
m=1

|@|=n—2!

g(n) = Z 1 ol—i ( = 123'71 ) ’ (26)

wobei x| = |(z1,...,2n)| =21 + ...+ 3y dst.

Beweis: Sei g(N) = |{H | H ist Allgemeiner Heap mit n paarweise verschiede-
nen Schliisseln}|. Da die Wurzel mit n belegt werden muf} und keine Restriktion
fiir die Verteilung der tibrigen Schliissel auf die k& Teilbdume T, ..., T} wirkt,
gilt folgende Rekursion:

g(n) = ( " k)g<|T1|>-...-g<Tk|>, (27)

wobel |T1| + ...+ |Tk| = n — 1 gilt. Division durch n! ergibt:

gn) _ 19071  g(Tu)

= e . 28
n! n |Th|! | T |! (28)
Die Expansion dieser Formel liefert:
n!

g(n) = —, (29)
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wobei s; die Groflen der durch i beschriebenen Teilbdume im Allgemeinen Heap
sind. Bezeichne nun mit H den Allgemeinen Heap, der durch die Einbettung
eines Weak-Heaps W Hss entstand. Falls rT'(i) die Grofie des rechten Teilbaumes
in WH ist, gilt s; = |rT(i)| + 1.

In dem Spezialfall n = 2! gibt es genau eine mogliche Weak-Heap Struktur, da
der rechte Teilbaum der Wurzel einen vollstindig bindren Baum beschreibt. Zu

Wurzeln der Tiefe j, j € {0,...,] — 1} existieren genau 2/~ rechte Teilbiume
der Grole n/27 — 1.

Demnach gilt:

g(n) = ' 5

C(n 1230224
- n2t-1-1
_ (n— 1222
- (21)217171
 (nor22iera
- 92t-11—]
_ (n-1)e27
= —aa

(n —1)!
= gan—1—1

n!

= gn—1"

n:y) verschiedene Weak-Heap Strukturen, da (W3)
fir die n — 2¢ Blitter der Tiefe I die genaue Positionierung nicht vorschreibt.
Je nach vorgegebener Struktur variieren allerdings auch die Groflen der rechten
Teilbdume, die es zu majorisieren gilt. Es werden die Boole’schen Variablen

x1, ..., oy eingefithrt, die angeben, ob ein Blatt in einer bestimmten Auswahl
vorkommt oder nicht (Vergl. Abb.12).

Im allgemeinen Fall gibt es ( 2

ol
Damit 148t sich die Summe {iber die (niy) verschiedenen zu n entsprechenden



7.2 Die Anzahl von Weak-Heaps 65

7A S @

Abbildung 12: Boole’sche Variablen beschreiben die Existenz von Blédttern.

Weak-Heap Strukturen wie folgt indizieren:

= (5e)

ze{0,1}2!

|@|=n—2!

wobei |z| = [(1,...,2n)| =21 + ... + z, ist.

Fiir ein y der Hohe h in T soll nun die Grofie des rechten Teilbaumes [rT'(y)|
berechnet werden. Bezeichne mit der Schicht ¢ diejenigen Elemente in T', die
die Hohe h = i 4+ 1 besitzen, somit durchlduft i die Schichten 1 bis [. Sei y an
fester Position j € {1,...,2'"} in der Schicht i gelegen. Durch die Einfiihrung
der Variablen 1, ...,z lassen sich damit die von y erreichbaren Blatter mit
Tjni g, m € {0,...,207" — 1} charakterisieren. Fiir y gibt es insgesamt 27" — 1
Knoten im rechten Teilbaum, die noch ganz in T liegen. Dementsprechend gilt

211
T =2 =14+ > zpiy, (30)
m=1

und damit insgesamt:

Q(") = Z | ol (n 721'17)1!71 -t (31)
»ef0,132' IT 11 (2"’14' 2 mj2"m>

Y
lel=n=20 ;4 i

Folgerung 9 Sei (i,j) der bindre Baum in Weak-Heap-Form aus Wurzel i und
rechtem Teilbaum mit Wurzel j.

Sei die Fingabe von WEAK HEAPSORT durch eine Permutation der Elemente
{1,...,n} gegeben. Die Ereignisse

E; = {Wurzel i ist mazimal in (i, rchild(i))}

sind unabhdngig voneinander.
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Beweis: Fiir jedes i € {1,...,n} soll der Schliissel zu ¢ maximal in (i, rchild(i))
sein. Wenn der Baum zufiillig mit den Elementen {1, ..., n} gefiillt wird, ist dies
nur in n!/(|rT(i)| + 1) Fillen erfiillt. Da das Produkt der Randwahrscheinlich-
keiten Prob(Wurzel i ist maximal in (i, rchild(i))) gerade gleich dem Bruchteil

1/ (H |rT ()] + 1) der Weak-Heaps unter allen Permutationen beschreibt, sind
i=1
die Ereignisse E; unabhingig voneinander.O

Beispiel 3 Sein = 6. Es gibt (634) = 6 Weak-Heap Strukturen. Sind die
Blittervariablen x1 = 1 und x5 = 1 so ergeben sich (vergl. Abb.13) 6!/(2-2-6) =
30 Weak-Heaps, fir x1 = 1 und x5 = 1 sind dies entsprechend 6!/(3 - 6) = 40
Weak-Heaps. Weiterhin ergeben sich fir ©1 =1 und x4 = 1 20, fir zo = 1 und
x3 = 1 20, fir xo = 1 und x3 = 1 10 und fir o = 1 und x3 = 1 15, also
insgeamt 30 + 40 4+ 20 + 20 + 10 + 15 = 135 verschiedene Weak-Heaps.

Abbildung 13: Allgemeine Weak-Heap Struktur fiir n = 5,6,7,8.

Firn =5,6,7,8 gilt die Formel:

B (n—1)!
AORD DR S AR Ent

z€{0,1}4
|z|=n—4

(32)

Im Unterschied zur Betrachtung von Heaps, konnen nicht alle moglichen Weak-
Heaps von dem Algorithmus Heapify erzeugt werden. Es gibt Bindrbaumstruk-
turen, die (W3) erfiillen, aber nicht durch eine Vertauschung von Teilbdumen
aus dem initialen von links aufgefiillten Bindrbaum zu generieren sind. Die-
se Strukturen bzw. die darin gebetteten Weak-Heaps werden als nicht zuléssig
definiert.

Abb. 14 enthilt ein Beispiel eines nicht zulidssigen Weak—Heaps mit n = 6 Ele-
menten.

Weder eine Drehung am Knoten a, noch am Knoten b oder ¢ erméglicht es, die
zwei Blitter in den linken Teilbaum von a zu befordern. Demnach kann der
initiale Weak-Heap, in dem eben gerade dieses gilt, nicht erreicht werden, bzw.,
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Q
@
©

Abbildung 14: Ein nicht zuldssiger Weak-Heap mit n = 6 Elementen.

umgedreht betrachtet, kann dieser Weak-Heap nicht aus dem urspriinglichen
entstanden sein.

Die Anzahl der zuldssigen Heaps mit Elementen aus {1,...,n} wird mit Hilfe
einer Riickwirtsanalyse in dem néchsten Kapitel bestimmt.

8 Die Riickwirtsanalyse

Der Urgrund alles Schionen besteht in einem gewissen Fin-
klang der Gegensitze.

Thomas von Aquin

Dieses Kapitel befafit sich mit einer Analysemethode, die einen gegebenen Al-
gorithmus, wie der Name schon sagt, in umgekehrter Zeitrichtung, also von der
Ausgabe zur Eingabe hin, betrachtet.

Mit Hilfe der Riickwirtsanalyse 14t sich die Anzahl von mdoglichen Konfigu-
rationen zu einem bestimmten Zeitpunkt im Algorithmus bestimmen und die
Verteilung selbiger ermitteln.

Die bekannten Resultate iiber die Generierungs und Auswahlphase (Knuth
(1973) bzw. Schaffer und Sedgewick (1993)) werden in diesem Kapitel auf WEAK-
HEAPSORT iibertragen. Sie bilden sogar die Grundlage fiir die einzig gegliick-
ten Versuche von average-case Analysen der Auswahlphase von BOTTOM-UP-
HEAPSORT (vergl. Kapitel 11).

Die Riickwirtsbetrachtung von Sortieralgorithmen zieht mitunter auch eine
Neubewertung von Begriffen nach sich. In der von Shannon und Weaver (1949)
begriindeten Informationstheorie gilt, dal} die Entropie, d.h. der durch Verlust
an Informationen bedingte Grad der Unordnung, nicht abnehmen kann. Durch
Sortieralgorithmen wird die Information iiber die Ordnung der Eingabe zerstort,
nicht gewonnen.

Diese Erkenntnis wirft auch ein neues Licht auf ein zentrales Ergebnis der In-
formatik.
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Bei der Bestimmung der unteren Grenze fiir allgemeine Sortierverfahren be-
trachtet man den sogenannten Entscheidungsbaum. Dabei reprisentieren die
Blitter fiir paarweise verschiedene Schliissel 0.B.d.A. Permutationen der Ele-
mente {1,...,n}. Innere Knoten repisentieren den zuletzt durchgefiihrten we-
sentlichen Vergleich (vergl. Wegener (1991)). Meist wird der Baum von den
Bléttern zur Wurzel hin betrachtet.

Die obige Erkenntnis legt jedoch nahe, den Informationsgewinn, der durch die
Vergleiche entsteht, top-down zu verfolgen. Dazu seien alle Permutationen aus
S, an der Wurzel gegeben. Ein Vergleich der Stellen i und j erméglicht die
Menge S,, in zwei Mengen einzuteilen: Die Menge der Permutationen, in denen
der Wert an der Stelle i grofler ist als an der Stelle j und die Menge, wo dieses
nicht gilt. Mehr Information liefert ein Vergleich nicht. Der Entscheidungsbaum
ist somit bindr und alle Permutationen miissen in ein Blatt gelangen. Damit
148t sich das bekannte Resultat iiber die untere Schranke unmittelbar folgern.
Genauso wird in der Berechung der Anzahl von Heaps und Weak-Heaps nach der
Methode von Schaffer und Sedgewick (1993) (vergl. Satz 17 und Satz 18) die je-
weilige Struktur durch die rekursiven Definition von f(n) (bzw. g(n)) riickwérts
generiert. An der Wurzel sind noch alle Festlegungen des Schliissels fiir den
betrachteten Knoten mdglich, in den Teilbdume ist die Auswahl entspechend
eingeschrinkt,.

Die hier vorgestellte Riickwértsanalyse von HEAPSORT und WEAK-HEAP-
SORT 14t sich #hnlich zu den angefiihrten Beispielen veranschaulichen. Die
Knoten reprisentieren weder Vergleiche noch einzelne Schliisselfestlegungen,
sondern Konfigurationen des Algorithmus. Dabei stehen wie im ersten Bei-
spiel Permutationen der Elemente {1,...,n} an den Blittern und die sortier-
te Ausgabe an der Wurzel. Kanten zwischen Konfigurationen stellen mehrere
zu einer Einheit zusammengefafite Algorithmenschritte dar. Fiir HEAPSORT
und WEAK HEAPSORT legen die Rahmenprogramme die Grofie einer solchen
Einheit fest. Damit ist die Tiefe im sogenannten Konfigurationenbaum fiir al-
le Blétter identisch. Sind alle Eingaben gleichwahrscheinlich, so 148t sich iiber
die Grofle der Teilbdume des Konfigurationenbaumes die Wahrscheinlichkeit er-
mitteln, dafl eine bestimmte Konfiguration zu einem festgelegten Zeitpunkt im
Algorithmus erzeugt wird. Aussagen iiber die Verteilung von Heaps bzw. Weak-
Heaps werden so moglich. Ziel der Riickwértsbetrachtung ist es, die Struktur des
Konfigurationenbaum zu erkennen, indem die Algorithmenschritte riickwiirtig
durchgefiihrt werden. Fafit man die durch eine Kante reprisentierte Einheit von
Algorithmenschritten als Abbildung auf, so heifit das, dafl die Beziehung zwi-
schen diesen Einheiten und den Gegenstiicken eineindeutig sein muf}. Die Suche
nach den Umkehrabbildungen und der Beleg der Korrektheit selbiger bilden den
Kern der Riickwértsanalyse.
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8.1 Die Aufbauphase von HEAPSORT
Verlust will Vorwand. (Saladin)

Gotthold Ephraim Lessing
Nathan der Weise 11, 1

Die Riickwéirtsanalyse wird als Beweisverfahren in der Informatik erstmalig von
Knuth (1973, Theorem H) fiir die Analyse von HEAPSORT verwendet:

Satz 19 Sei s; jeweils die Grifie des durch i beschriebenen Teilbaumes. Wenn

die Eingabe von HEAPSORT eine zufillige Permutation der Elemente {1,... n}
[n/2]

ist, dann ist jeder der n!/( T[] si;) mdglichen Heaps eine gleichwahrscheinliche
i=1

Ausgabe der Aufbauphase.

Beweis: (Knuth (1973)) Der Idee des Beweises beruht auf einer Riickwiirts-

analyse. Sei K¢ = (a[l];,...,a[n];) das Zwischenresultat bzw. die Konfiguration
von HEAPSORT nach den Aufrufen ReHeap(j,n) fiir j = [n/2],...,i. Es wird
gezeigt daB genau s; Vorgingerkonfigurationen K{t', ...  Ki*! in K; miinden.

Der Fall i = 1 ist typisch: Sei K = a[l]> und j so gewéhlt, dal K = a[j];.
Dann folgt a[jla = a[lj/2]]1,a[li/2]]2 = a[lj/4]]1 usw. und a[l]> = a[l]; fiir
jedes [, das nicht auf dem Pfad von 1 bis j liegt. Umgekehrt betrachtet liefert
die Konstruktion, (PullUp(j)) fiir jedes j als Index eines Knotens in K! eine
Konfiguration K2, so daf}

e K?in K! mittels ReHeap(i,n) iiberfiihrt werden kann,
e a[|l/2]]s > a[l]s, fiir 2< [1/2] <1< n

gilt. Deshalb sind exakt s; = n Vorgingerkonfigurationen moglich.

Betrachtet man nun den von K’ aufgespannten Konfigurationenbaum, so folgt
induktiv, daf} genau s; - ... 8,2 Initialkonfigurationen in K® miinden. Jedes
dieser Blitter des Konfigurationenbaumes entspricht einer Permutation o € S,,.
O

Beispiel 4 Sein = 5. Dann stellt Abb. 15 einen Anfangsausschnitt des Konfi-
gurationenbaumes dar:

Wegener (1995) schreibt (nach einer dhnlichen Analyse)

Hier sollten wir einen Moment innehalten und tiber die technischen
Schwierigkeiten die Schonheit des Prozesses der Riickwiirtsanalyse
genieflen.
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6 O O 6

Abbildung 15: Expansionsausschnitt der Riickwirtsanalyse fiir die Generie-
rungsphase von HEAPSORT.

8.2 Die Aufbauphase von WEAK-HEAPSORT

Betrachte die Dinge von einer anderen Seite, als du sie bis-
her sahst; denn das heifit ein neues Leben zu beginnen.

Mark Aurel
Selbstbetrachtungen, VII, 2

In Analogie z7u HEAPSORT wird die Riickwirtsanalyse nun auf die Generie-
rungsphase von WEAK-HEAPSORT iibertragen. Es wird zwischen der Dar-
stellung eines Weak-Heaps als bindrer Baum und in der Arrayeinbettung un-
terschieden. Im ersten Fall wird Obacht darauf gelegt, daf3 die so erzeugten
Weak-Heaps zuléssig sind.

Definition 5 Sei ein Weak-Heap WH der Grifie n gegeben. W(n) = {l €
WH |l ist Wurzel von einem vollstindigen Teilbaum }

Beispiel 5 Sein = 7. Die Elemente | € W(n) sind in Abbildung 16 schwarz
gefirbt.

Satz 20 Wenn die Fingabe von WEAK-HEAPSORT eine zufillige Permutati-
on der Elemente {1,...,n} ist, dann ist jeder mdgliche und zuldssige (!) Weak-

Heap eine gleichwahrscheinliche Ausgabe der Aufbauphase.
Es gibt
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°

Abbildung 16: Die Wurzeln vollstéindiger Teilbiime.

n!
A(n) = Wl (33)
mdagliche und zuldssige Weak—Heaps in der Darstellung als bindrer Baum.

Beweis: Die Indizes der Knoten des als bindren Baum aufgefafiten Weak-Heaps
seien initial 0.B.d.A. mit 0,...,n— 1, die Werte entsprechend mit a[0], ..., a[n—
1] bezeichnet, so dal Merge(Gparent(i),i) fir i € {n —1,...,1} gemif Satz
2 bottom-up organisiert ist. Sei K die Multimenge der Knotenindizes als Zwi-
schenresultat bzw. Konfiguration von Heapify nach den Aufrufen
Merge(Gparent(j),7) fiic j € {n—1,...,i}. Die Konfiguration K" ! entspricht
somit einer Permutation der Elemente {1,...,n} als Eingabe des Algorithmus.
Es wird s; so bestimmt, dafl s; legale und zuldssige Vorgidngerkonfigurationen
in K’ miinden.

Abb. 17 soll die Konstruktion der zu Merge(Gparent(i),i) invers stehenden
Operation MergeUp(j) verdeutlichen.

Es gibt zwei Félle. Im Fall a) ist a[Gparent(i)] > i, so daB in der Merge-
Prozedur kein Tausch stattfindet. Riickwérts betrachtet liefert die Wahl j =
Gparent(i) das an der Wurzel stehende Element der Vorgéngerkonfiguration.
Im Fall b) gilt a[Gparent(i)] < i. Es werden sowohl die Elemente a[Gparent(i)]
und ali] als auch die Teilbdume rT'(i) und IT'(i) getauscht. Hier liefert die Wahl
j =i in der Riickwértsbetrachtung das an der Wurzel stehende Element der
Ausgangskonfiguration.

Nun ist es nicht schwer, MergeUp(j) anzugeben:

PROCEDURE MergeUp (j)
IF j = i THEN (x Fall b) x)
Swap (a[Gparent(i)],alil)
Swap (1T(1),rT(i))
FI
END MergeUp.

Es sei an dieser Stelle an die Prozedur Merge(Gparent(i),i) erinnert, die invers
zu MergeUp(j) stehen soll:
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MergeUp(j) Merge(Gparent(i),i)

j @ Gparent(i) i Gparent(i)
A ®v

a) | K

Abbildung 17: Korespondenz zwischen M erge(Gparent(i),i) und MergeUp(j).

PROCEDURE Merge (Gparent (i) ,i)
IF al[Gparent(i)] < a[i] THEN (x Fall b) =x)
Swap(a[Gparent(i)],alil)
Swap(1T(i),rT(i))
FI
END Merge.

Wird ein j € {i, Gparent(i)} gewihlt so ergibt der Aufruf von MergeUp(j) und
Merge(Gparent(i),i) von einer Konfiguration K’ ausgehend iiber eine Konfi-
guration Kt letztendlich K’ zuriick.

Wird aus K'*! mittels Merge(Gparent(i),i) eine Konfiguration K’ generiert,
so withle j so, daf der Schliissel a[j] in K¢ mit a[Gparent(i)] in K*! iiberein-
stimmt. Dann liefert MergeUp(j) von K’ ausgehend die urspriingliche Konfi-
guration K**! zuriick.

Es gilt nach dem Aufruf MergeUp(j) in beiden Fillen a) und b) fiir alle i +1 <
I < n —1: a[Gparent(l)] > a[l], da die Bedingung in K' fiir allei <1 <mn —1
galt.

FEine Besonderheit, gilt es zu betrachten, da manche Weak-Heaps nicht zuléssig
sind. Nicht immer ist iiber beide Vorgéngerkonfigurationen im Fall a) und Fall
b) eine Anfangskonfiguration K" ! erreichbar. Dabei wird die Anfangskonfigu-
rationen K™ ! durch den von links aufgefiillten Biniirbaum reprisentiert.
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Es sind wieder zwei Félle zu unterscheiden:
Fall i) i ist Wurzel eines vollstandigen Teilbaumes (i € W (n)).
Fall ii) i ist keine Wurzel eines vollstindigen Teilbaumes (i ¢ W (n)).

Im Fall i) existieren zu K beide Vorgéingerkonfigurationen. Dies steht im Ein-
klang damit, dal Merge(Gparent(i),i) sowohl einen Schliisseltausch und eine
Vertauschung von Teilbdumen von ¢ bewirkt haben kann als auch nicht, denn
der zu ¢ gehorende Teilbaum ist vollstindig. Demnach veréindert ein Tausch der
Teilbidume nicht die Struktur des Weak-Heaps, d.h. die Struktur einer Anfangs-
konfiguration K™~ ! ist in diesem Fall immer erreichbar.

Im Fall ii) existiert nur eine legale Vorgingerkonfiguration K+!, entweder die
aus Fall a) oder die aus Fall b). Eine Merge(Gparent(i),i)-Operation kann
aufgrund der Weak-Heap Struktur nur eine der folgenden Operationen bewirkt
haben: Einen Schliisseltausch und eine Vertauschung von Teilbdumen von ¢ oder
keines der beiden.

Begriindung: Wurzeln von nicht vollstdndigen Teilbdumen treten immer nur
auf einem Pfad auf. Dies gilt fiir die Anfangskonfiguration und wird durch
Merge(Gparent(i),i) nicht verletzt, da die Operation nur Teilbdume rotiert
und Elemente tauscht. Sei dieser Pfad mit P bezeichnet.

Annahme: Es existiert eine Stelle i, an der durch die Riickwértsbetrachtung von
Merge(Gparent(i),i) zwei oder keine Nachfolgekonfigurationen K *' beschrie-
ben werden, die zu einem Blatt K™~ fiihren. Wihle dieses Element minimal,
d.h im geringsten Abstand zur Wurzel. Das letzte Element des Pfades P liegt
nur in exakt einem Falle im gleichen Teilbaum wie durch K™~ ! beschrieben.
Keine der nachfolgenden MergeUp(j)-Operationen kann die Position der zu i
gehorigen Teilbdume mehr verdndern, Widerspruch.

Die Anzahl der erreichten zuléssigen Vorgédngerkonfigurationen s; ist somit im
Fall i) gleich 2 und im Fall ii) gleich 1.

Betrachtet man nun den von K'! aufgespannten Konfigurationenbaum, so folgt
induktiv, dafl genau

[n—1]

[[s = 2w
i=1

Initialkonfigurationen in K! miinden. O

Beispiel 6 Ist n =5 liegt Fall i) in 2 Knoten vor, Fall ii) liegt entsprechend in
n — 2 = 3 Knoten vor, insbesondere fiir den letzten Merge(Gparent(j),j)) =
Merge(0,1)  Aufruf an Knoten mit Index 1

Abbildung 18 veranschaulicht die Rickwdirtsbetrachtung. Die umkringelten Kno-
ten stehen fiir die Elemente mit vollstindigen Teilbdumen. Im erstem Schritt

fiihrt die Wahl j = 1 (Fall b)) in eine Sackgasse, da der erzeugte Weak-Heap
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nicht zuldssig wird. Keine der Vertauschungen an den noch folgenden Knoten
vermag das tief hingende Blatt nach ganz links zu befirdern.

Im zweiten Schritt fihrt in Analogie nun die Wahl j = Gparent(2) = 0 zu einem
nicht zuldssigen Weak-Heap. Erst fiir die folgenden Schritte werden jeweils beide
Vorginger- Weak-Heaps zulissig.

Merge(0,1)

Merge(0,2)

Merge(1,3)

o ©

JAT

Abbildung 18: Expansionsausschnitt der Riickwirtsanalyse fiir die Generie-
rungsphase von WEAK HEAPSORT.

Merge(0,4)

Die Struktur von W (n) 148t sich in der Arrayeinbettung eines Weak-Heaps genau
analysieren:

Satz 21 Falls n = 2%, dann beschreibt nur der Arrayindex 0 eine Wurzel von
nicht vollstindigen Teilbdumen. Sei n — 1 = (bg...bg)s # 28 — 1 mit k =
[log(n — 1)] und i = min{j | b; # 1}. Dann beschreiben die Indizes 0 und

(be...bj)s,  j€{i,... .k},
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die Wurzeln von nicht vollstindigen Teilbdumen.

Beweis: Fiir den Index 0 existiert per Definition kein linkes Kind, demnach
kann der durch 0 beschriebene Bindrbaum auch nicht vollstdndig sein.

Fiir n = 2* ist der gesamte vom Index 1 beschriebener Baum und somit auch
alle Teilbdume vollsténdig.

Sei demnach n # 2*. Die Menge P = {[Z] = (by...b;)2 | i € {1,...,k}}
beschreibt den Weg unabhingig der durchgefiithrten Rotationen und Vertau-
schungen von dem Index n — 1 zuriick zum Index 1, da

] (34)

nach Satz 9 gilt und mit |a/2] jeweils das Elternteil zu a bestimmt wird. Deshalb
betrachte 0.B.d.A. alle Reversebits mit 0 belegt.

Nur auf dem Pfad P treten Wurzeln von nicht vollstédndigen Teilbdumen auf.
Solange jedoch b;_; = [2Z:*] MOD 2 = 1 gilt, ist [ 2= ] ein rechtes Kind von
L”;jl |, dessen durch ihn als Wurzel beschriebener Baum somit noch vollstiandig
ist. Ab der Stelle | %2 | = (bg ... b;)s mit i = min{j | b; # 1} ist die Vollsténdig-
keit allerdings verletzt, da man von einem linken Kind zu [Z:}] gelangt ist.
Eltern unvollsténdiger Badume beschreiben unvollstindige Bdume. Somit sind
(br, ... b;)» fiir alle j € {i,..., k} Wurzeln unvollstindiger Bdume.O

Die Frage, ob 2" (I ein Teiler von n! ist, kann nun unabhiingig von der

Riickwirtsanalyse bestétigt werden.

Folgerung 10 2!V st ein Teiler von n!.

Beweis: Die Potenz pa(n) von 2 in der eindeutigen Primfaktorzerlegung von
n! 1laBt sich wie folgt ermitteln: Es sind |n/2| Zahlen von 1 bis n durch 2
teilbar, [n/4| durch 4, allgemein |n/(2*)| durch 2* teilbar. Dementsprechend
ist pa(n) = Y 1> L3 ] Bezogen auf die Bindrdarstellung von n gibt die Anzahl
der Einsen an, wie oft die Zahlen n/(2%) abgerundet worden sind und demnach
in der Summe an dem Werte n fehlen. Bezeichnet nun E,, die Anzahl der Einsen
in der Bindrdarstellung, so gilt ps(n) =n — E,,.

Zu zeigen ist demnach, dafl |WW(n)| < pa(n) oder gleichbedeutend n — |W (n)| >
E,, ist. Dabei soll zwischen den Fillen n = 2¥ und n # 2* + 1 unterschieden
werden.

Fall 1) n = 2*. Damit ist n = (1 0...0),. Demnach ist E,, = 1 und |W(n)| = n—
1, da alle Teilbdume aufler der Wurzel vollstindig sind. Es gilt: n—|W (n)| = E,,.
Fall 2) n # 2*. Die Binirdarstellungen von n und n — 1 haben somit die gleiche
Lange k = [(n —1)], dh. n = (1 ag—1...a0)2 und n = (1 bg_1...bg)2. Sei
i =min{j | b; # 1}. Demnach existieren nach Satz 21 genau (((k—i)+1)+1) =
k—1i42 Arrayindizes, die Wurzeln von nicht vollstindigen Teilbdumen sind. Also
istn—W(n) =k—i+2.Esisti =min{j | b; #1} = min{j # k| a; = 1}, dader
Ubertrag bei der Addition von 1 nach der Schulmethode gerade an der Stelle i
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versiedet. Die Anzahl der Einsen in der Bindrdarstellung von n ist kleiner-gleich
(n — i) + 1, also dem Bereich, wo noch Einsen stehen kénnen. O

Zu den Resultaten fiir Weak-Heaps als bindre Baume gesellt sich in Hinblick auf
die Einbettung ein génzlich anderes:

Satz 22 Zwei mittels Heapi fy aus unterschiedlichen Anfangswerten generierte
Weak-Heaps kinnen nicht sowohl in ihren Reversebits als auch in ihren Array-
inhalten ibereinstimmen.

Beweis: Die Belegung der Reversebits legt in eindeutiger Weise fest, welcher
Fall in den jeweiligen M erge—Schritten vorlag und welche Elemente miteinander
vertauscht wurden:

Ist Reverse[i] = 0 so folgt, dafl bei Merge(Gparent(i),i) die IF-Bedingung
nicht erfiillt worden ist und somit wurden auch die Elemente a[i] und
a[Gparent(i)] nicht miteinander vertauscht.

Ist hingegen Rewverse[i] = 1, so ergibt sich eine Vertauschung der Elemente a[i]
und a[Gparent(i)] bei Merge(Gparent(i),i).

Demnach 148t sich aus jeder gegebenen Konfiguration K genau eine Anfangskon-
figuration gewinnen, die mittels Heapify in K miindet: Es miissen die Merge
Schritte nur entsprechend zu den Reversebits riickwérts durchgefiihrt werden.
Algorithmisch a8t sich ein Riickwirtsschritt von Merge(i, j) mittels der Pro-
zedur MergeUp*(i,j) wie folgt realisieren:

PROCEDURE MergeUp*(i,j)
IF Reverse[j] = 1 THEN
Swap(alil,aljl)
Reverse[j] = 0
FI
END MergeUpx*.

Angenommen, es existieren zwei Weak-Heaps mit gleichen Reversebits und Ar-
rayinhalten. Sei diejenige (eindeutig bestimmte) Kette von Vertauschungen, die
sich aus der Ubereinstimmung der Reversebits ergibt, durch die Permutation o
iiber die Indizes 0,...,n — 1 bezeichnet. Bei angenommener identischer Array-
belegung nach Heapify, wiirde 0! (Permutationen sind von ihrer Natur aus
bijektiv!) auf diese Arrayinhalte angewendet auch zwei identische Anfangskon-
figurationen liefern, was einen Widerspruch zur Voraussetzung darstellt.O

Folgerung 11 Es gibt genau n! verschiedene eingebettete Weak-Heaps, die sich
aus den n! verschiedenen Permutationen gewinnen lassen. Jeder dieser Weak-
Heaps ist gleichwahrscheinlich.

Mit anderen Worten: In der Generierungsphase geht durch die Einbettung von
Weak-Heaps keine Information iiber die Anordnung der Elemente in der Eingabe
verloren.
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8.3 Die Auswahlphase von HEAPSORT

Fortschritt ist nur maglich, wenn man intelligent gegen die
Regeln verstifst.

Boleslaw Barlog

Die Anwendung der Riickwértsanalyse in der Auswahlphase wurde von Sedge-
wick und Schaffer (1993) vorgeschlagen. Die zu Swap(a[1], a[i + 1]) und
ReHeap(1,1i) korespondierende inverse Transformation nennen sie Pull Down(j).
Sie entspricht der Kombination von PullUp(j) und Swap(a[1], a[i + 1]) mit der
schon in der Generierungphase angesprochenen PullUp(j) Operation.

Satz 23 Sei ein Heap K' = (a[l],...,a[i]) auf den i Objekten 1,...,i gegeben.
Es sei s; das Objekt an Position |(i + 1)/2|. Dann gibt es genau s; Heaps
K{*h . K+ aus den i +1 Objekten 1,...,i+1, aus denen nach einer Runde
der Auswahlphase K* entsteht.

Beweis: (Wegener (1995)!!) Der Heap K’ = (a[l],...,a[i]) auf den i Objekten
1,...,4ist eine Konfiguration, die sich nach Swap(a[l1], a[l]) und ReHeap(1,1—1)
fiirl € {n,...,i+1} aus dem Ergebnis der Generierungsphase K" ergibt. Es wird
gezeigt, dal genau s; Vorgéingerkonfigurationen K{*', ..., Ki*! in K miinden.
Zur Unterscheidung sei ein Vorginger-Heap K'*! zu K’ mit den Elementen
a[l],...,a[i + 1] belegt.

Es gilt a[i + 1] < a[[(¢ + 1)/2]]. Annahme: @i + 1] > a[[(i + 1)/2]]. Nach
dem Tausch Swap(@[1],ai + 1]) sinkt @a[i + 1] in den Heap K'! ein. Dann ist
es unmoglich, daf afi + 1] das kleinere Element a[| (7 + 1)/2]] zum Aufsteigen
zwingt, d.h. es gilt: a[[ (¢ + 1)/2]] = a[| (i + 1)/2]] < a[i + 1].

Dies widerspricht jedoch der Heapbedingung fiir K+,

Die im Satz 19 analysierte Generierungsphase von HEAPSORT belegt, dafl
ReHeap(1,4) invers zu PullUp(j) steht.

Damit steht auch die Sequenz Swap(a[l],a[i + 1]) mit ReHeap(1,1) invers zur
Folge PullUp(j) und Swap(a[l],afi + 1]). Die Prozedur PullUp(j) garantiert
die Heapbedingung

alll/2]] >all] fir 2< [1/2) <l<i+1

im entstehenden Heap. An die Wurzel wird das gréfite Element i + 1 gesetzt und
an die Stelle i 4+ 1 ein Element a[j] < a[[(¢ +1)/2]] < a[[(i + 1)/2]]. Damit gilt
alll/2]] >all] fir 1 < [1/2] <1<i+1,

d.h. Ki*! ist ein Heap. Somit gibt es fiir jedes a[j] < a[| (i + 1)/2]] genau einen
Heap K+ mit dem Objekt a[j] an der Stelle i + 1.

Deshalb gibt es genau s; = a[|(i+1)/2]|] Heaps K*!, aus denen nach einer Run-
de der Auswahlphase K entsteht. Die entstehenden Heaps sind untereinander
nicht mehr gleichwahrscheinlich. O

IEbd. wird das Ergebnis der Auswahlphase nicht auf das Ergebnis der Generierungsphase
gestiitzt.
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Folgerung 12 Seit(j,i) die Grifle des Teilbaumes zur Wurzel j in einem Heap
der Grifle i. Der Erwartungswert fir s; = a[(i+1)/2] in einem Heap der Grifle
i 1st

[G+1)/2)
[T t@,i+1)
j=1
2l
[T #(j,4)
j=1

Bls] = (35)

Beweis: Satz 19 belegt, daf es [T,"7"/? #(j, i + 1) Heaps der GroBe i + 1 und

Hy:/fj t(j,1) Heaps der Grofle i gibt. Die Division der beiden Terme ergibt somit
die erwartete Anzahl von Heaps der Grofie i + 1, die mittels Swap(1,i+ 1) und
ReHeap(1,i) auf einen Heap der Grofle ¢ abgebildet werden. Diese Zahl ist nach
obigen Satz gleich s; = a[(¢i + 1)/2]. O

Beispiel 7 Seii = 11. Der im Satz 23 beschriebene Riickwdirtsschritt PullUp(7)
in Verbindung mit dem anschlieflenden Tausch wird in Abbildung 19 dargestellt.

1) (1) (1
S RN
(10 uva ® @& o o 6 O
“ & ®
Abbildung 19: Beispiel eines riickwértigen ReH eap—Schrittes.

Beispiel 8 Sein = 5. Abbildung 20 zeigt den vollstindig zurickverfolgten Kon-
figurationenbaum der Auswahlphase.
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PERESRE

ReHeap(1,4)
S~ Ret (L3

£ o |2
\g@/l :;vHape(ez[(Ji]:))B]),
II\ Swap(a[1],2]),
ReHeap(L 1)
1

Abbildung 20: Expansions der Riickwirtsanalyse fiir die Auswahlphase von
HEAPSORT.

8.4 Die Auswahlphase von WEAK-HEAPSORT
Wer sich am Ziel glaubt, geht zuriick.

Lao-Tse
Tao-Teh-King

Die Anwendung der Riickwirtsanalyse in der Auswahlphase von WEAK-HEAP-
SORT 148t sich nicht direkt aus dem Ergebnis der Generierungsphase folgern,
da ein MergeForest* Schritt komplexer ist als der eines Merge(Gparent(i),1).
Dabei sei MergeForest*(m) wie in Kapitel 3 definiert. Demnach wird eine Pro-
zedur MergeForestUp(j) als Gegenpart zu MergeForest* im Mittelpunkt der
folgenden Riickwirtsanalyse stehen.

Hilfssatz 34 Seien eine Merge(Gparent(i),i) Operation und ein Index v > i

3

gegeben. Dann verdndert sich a[Gparent(v)] im Verlaufe der Operation nichi.

Beweis: Sei die Menge S; wieder wie folgt festgelegt:

j € 8S; <= Gparent(i) = j.
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Je nach Lage von v ergeben sich die folgenden Fille:

v € Saparent(i)t Da v > i und i € Sgparent(s) gilt, ist v € IT(i). Werden
nun die Elemente a[Gparent(i)] und a[i] als auch die Teilbdume IT(i)
und r7T'(i) miteinander getauscht, so gelangt v in die Menge S;. Damit
bleibt a[Gparent(v)] unverindert. Findet kein Tausch der Elemente und
Teilbdume in der Merge(Gparent(i),i) Operation statt, ist diese Behaup-
tung trivialerweise erfiillt.

v € S;t Esist v € rT(i) und durch den moglichen Tausch der Teilbdume rT'(7)
und IT'(i) gelangt v in die Menge Sgparent(i)- Da auch die Werte
a[Gparent(i)] und a[i] getauscht werden, bleibt a[Gparent(v)] unverindert.
Auch hier ist die Behauptung evident, falls das IF-Pridikat der Merge
Prozedur nicht erfiillt wird.

v ¢ SiUSGparent(iy: Die Merge Operation verdndert weder Gparent(v) noch
den Schliissel, auf den Gparent(v) zeigt. O

Satz 24 Sei ein Weak-Heap K¢ = ((a[0],...,a[i — 1]),(r[0],...,r[i — 1])) auf
den i Objekten 1,...,i gegeben. Es sei s; das Objekt an Position Gparent(i).
Dann gibt es genau 2s; Weak-Heaps Kf+],...7K§s+i] aus den i + 1 Objekten
1,...,i+1, aus denen nach einer Runde der Auswahlphase K' entsteht.

Beweis: Der Weak-Heap K’ = ((a[0],...,a[i — 1]),(r[0],...,7[i —1])) auf den
i Objekten 1,...,i ist eine Konfiguration, die sich nach Swap(a[0],a[l]) und
MergeForest*(l) fir | € {n —1,...,i} aus dem Ergebnis der Generierungs-
phase K" ergibt. Es wird gezeigt, dal genau 2s; Vorgidngerkonfigurationen
Kf“,...,[(;;l in K’ miinden. Dazu wird im folgenden MergeForestUp(3)
als Inverses zu MergeForest* in Idee und Realisierung beschrieben.

In riickwértigen Merge Schritten wird das Element a[j] an die Wurzel bewegt
und so die Menge S,.,.(7) generiert (vergl. Abb. 22). Dazu startet der Algorith-
mus an dem Index 1 und priift, ob j in dem linken Teilbaum liegt. Falls ja, so
geht er zum linken Kind. Falls nein, so tauscht er das Element am Index 1 mit
der Gesamtwurzel und ebenso die zugehorigen Teilbdume. Nun wird auch hier
der Algorithmus mit dem linken Kind iterativ fortgefiihrt:

PROCEDURE MergeForestUp(j)
x =1
WHILE (a[j] <> a[0]) DO
IF (j in rT(x)) OR (alj] = alx]) THEN
SWAP (a[0],alx])
REVERSE[x] = 1 - Reverse[x]
FI
x = 2x + Reverse[x]
0D
END MergeForestUp.
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Nach jedem Schleifendurchlauf gilt die Invarianz:
(I): Ist = der aktuell betrachtete Index, so gilt fiir alle y € IT'(z): a[0] > aly].

Begriindung: Zwei Fille sind zu unterscheiden:

i) Ist j € IT(z), so wird ein neues T = 2z + Reverse[z] € [T (z) gewihlt. Damit
bleibt fiir alle y € IT(Z): a[0] > aly].

ii) Ist j € rT(z) so wird nach folgendem Muster getauscht:

Abbildung 21: Ein riickwértiger Merge Schritt.

Damit gilt fir jedes y € rT'(x): a[0] > a[y]. Der ehemals rechte Teilbaum
wird zum linken Teilbaum, d.h. fiir ein T = 22+ Reverse[z] und y € IT(T)
gilt a[0] > aly].

Im letzten Schritt gelangt die Zahl a[j] an die Wurzel. Es gilt (I), d.h. alle
Schliissel im linken Teilbaum zu j sind kleiner als der neue Wurzelwert.

Nun kann nachgewiesen werden, dafl die beiden Operationen MergeForestUp
und MergeForest® invers zueinander wirken.

Dazu muf} einerseits nachgewiesen werden, daf} fiir ein j € {0,...,i — 1} die
Aufrufe MergeForestUp(j) und MergeForest*(i) von einer Konfiguration K
ausgehend iiber eine Konfiguration K'+' wieder K? ergeben. Sei dazu die Kon-
figuration K1 durch MergeForestUp(j) erreicht.

In den ersten Merge-Schritten von MergeForest*(i) wird aufgrund (I) a[0]
solange mit a[z] von der letzten Stelle in S,.,.¢(1) ausgehend verglichen, bis z = j
gilt. Dann werden a[j] und a[0] miteinander vertauscht und das Reverse-Bit an
der Stelle j gekippt.

Ist fiir den Index z « |x/2| der Wert kleiner als der an der Wurzel, so er-
folgt gemifl des IF-Pridikates in Merge(0,z) kein Tausch der Elemente und
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Teilbdume. Dies kann jedoch nur geschehen, falls riickwértig der Fall i) vorge-
legen hat, da das groflere Wurzelelement nicht gegen das als kleiner bewiesene
Element = ausgetauscht wurde.

Entsprechend 148t sich fiir den anderen Fall im Merge Schritt festhalten, dafl
Fall ii) vorgelegen haben mufi.

Die Argumentation iibertrigt sich mit (I) auf alle Schleifendurchléufe der Pro-
zedur MergeForest*(i).

Wird andererseits aus Kt! mittels MergeForest* (i) eine Konfiguration K’
generiert, so wihle j so, daf§ der Schliissel a[j] in K* mit a[0] in K™ iiber-
einstimmt. Nun liefert MergeForestUp(j) von K® ausgehend die urspriingliche
Konfiguration K1 zuriick: Liegt j im rechten Teilbaum des betrachteten Ele-
mentes x, so findet ein Tausch der Elemente x und der Teilbdume statt. Nach
(I) galt vorher a[0] > a[z] und somit nachher a[z] > a[0], d.h. in dem dazu
riickwértig korrespondierenden Merge(0, z)-Schritt ist das IF-Pradikat erfiillt
und so werden auch hier die Elemente und Teilbdume getauscht. Wie oben
iibertrigt sich die Argumentation mittels (I) auf alle Schleifendurchliufe der
Prozedur MergeForestUp(j).

Zur Unterscheidung sei nun ein Vorgéinger Weak-Heap K'*! zu K mit den
Elementen a[0], . .., a[i] belegt.

Es gilt afi] < a[Gparent(i)]. Annahme: a[i] > a[Gparent(i)]. Nach dem Tausch
Swap(a[0],a[i]) wird der Weak-Heap mittels MergeForest*(i) reorganisiert.
Der Schliissel, auf den Gparent(i) zeigt, dndert sich nach Hilfssatz 34 nicht.
Damit gilt a[Gparent(i)] = a[Gparent(i)] < a[i]. Dies widerspricht jedoch der
Weak-Heapbedingung (W1) fiir K+

Die obige Analyse zeigt, daBl MergeForest*(i) invers zu MergeForestUp(j)
steht. Damit steht auch die Sequenz Swap(a[0],a[i]) mit MergeForest* (i) in-
vers zur Folge MergeForestUp(j) und Swap(a[0],a[i]).

Die Prozedur MergeForestUp(j) garantiert fiir alle 0 < 1 < i:

a|Gparent(l)] > all].

An die Wurzel wird das grofite Element i + 1 gesetzt und an die Stelle i ein
Element a[j] < a[Gparent(i)] < a[Gparent(i)]. Damit gilt

alGparent(l)] > a[l] fiir 0 <1 < i, d.h. K+ ist ein Weak Heap. Somit gibt es
fiir jedes a[j] < a[Gparent(i)] genau einen Heap K'*! mit dem Objekt a[j] an
der Stelle 1.

Der jeweilige Arrayinhalt s; = a[Gparent(i)] bestimmt demnach die Anzahl
der Vorgénger-Weak-Heaps. Es bleibt zu beachten, daf§ das Reverse-Bit an der
Stelle i noch beliebig auf einen der Werte 0 oder 1 gesetzt werden kann. Des-
halb gibt es genau 2s; Heaps K]”] e K;;] aus denen nach einer Runde der
Auswahlphase K? entsteht.

Der Grad der Knoten im Konfigurationenbaum kann fiir festes i und verschieden
gewihlte Konfigurationen K somit stark variieren. Damit sind die entstehenden
Weak-Heaps untereinander nicht mehr gleichwahrscheinlich. O

Beispiel 9 Abb. 22 veranschaulicht die Riickwdirtsschritte von MergeForest*
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bei dem zu gemerierenden Wurzelelement 1 und n = 11.

Abbildung 22: Beispiel eines riickwirtigen MergeF orest*—Schrittes.

Im letzen Schritt wiirde nur noch die 1 mit der 8 vertauscht.

Beispiel 10 Sei n = 4. Der vollstindig zuriickverfolgte Konfigurationenbaum
der Auswahlphase ist in Abb. 23 dargestellt: .

9 Die Verteilung auf der Menge der Weak-Heaps

Was bleibt uns denn viel Reelles vom Leben als das Verhdlt-
nis zu vorziglich Gleichzeitigen?

Johann Wolfgang von Goethe
an Herzog Karl August 29.6.1767

Die Anzahl, der durch einen Weak-Heap der Grofle n riickwirtig zu generieren-
den Weak-Heaps der Grole n+k, k € {1,...,n}, ist nach den Betrachtungen der
Riickwirtsanalyse abhiingig von den Werten a[Gparent(n)], ..., a|Gparent(2n—
1)] in der entsprechenden Generierungsstufe. Die Belegung und Verinderung
dieser Werte und die sich hieraus ergebenen Konsequenzen werden in diesem
Kapitel untersucht.
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4

Swap(a[0],a[3]),
MergeForest(2)

14%% 3!

Swap(a[0],a[2]),
MergeForest(1)

2!

Swap(a[0].2[1]).

RSRET

Abbildung 23: Expansions der Riickwirtsanalyse fiir die Auswahlphase von
WEAK-HEAPSORT.

Satz 25 Die Wahrscheinlichkeit Prob(a|Gparent(n)] = k), k € {1,...,n}, in
einem Weak-Heap auf den n Objekten {1,...,n} ist gleich 1/n.

Beweis: Die wesentliche Beobachtung ist die, dafl der Schliissel, auf den
Gparent(n) zeigt, sich in der gesamten Generierungsphase nicht dndert. Fiir die
gesamte Aufbauphase gilt fiir v = n Hilfssatz 34.

Zu Beginn der Generierungsphase wird die Gleichverteilung angenommen, d.h.
alle Permutationen o € S,, sind gleichwahrscheinlich. Dies gilt somit auch fiir die
Belegungen von ;. Deshalb ist initial P(a[i] = k) = 1/n fiir alle i € {1,...,n},
insbesondere fiir i = Gparent(n). O

In einem Weak-Heap der Grofle 2n sind die Indizes
Gparent(n),...,Gparent(2n — 1) kleiner als n und nur abhiingig von den dort
gesetzten Reversebits. Deshalb kann man selbst in einen Weak-Heap der Grofle
n den Indizes Gparent(n +1),1 € {1,...,n — 1}, einen festen Wert zuordnen.

Folgerung 13 Die Wahrscheinlichkeit Prob(a[Gparent(n +1)] = k),
le{l,....,.n—1} und k € {1,...,n}, in einem Weak-Heap auf den n Objekten
{1,...,n} ist gleich 1/n.

Beweis: Da Parent(n+1) = L”T“J gilt, ist Gparent(n +1), 1 € {1,...,n — 1},
zu Beginn der Generierungsphase mit einem Schliissel belegt.
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Nun iibertrégt sich der obige Beweis wortlich, indem n durch n +1 ersetzt wird.
O

Folgerung 14 Der Erwartungswert fir s, = a|Gparent(n)] in einem Weak-
Heap auf den n Objekten {1,... n}ist

"1 n+1
ENESY ko= ——. (36)
k=1

Erganzend soll ein Resultat iiber den erwarteten Wert an einem Blatt erortert
werden.

Hilfssatz 35 Sei j der Index eines Blattes in einem Weak-Heap auf den n
Objekten {1,...,n}. Nach Ablauf der Generierungsphase gilt:

Blaljl} = "1 (37)

Beweis: Bezeichne zur Unterscheidung mit @ das Elementarray vor und mit a
das Elementarray nach der Generierungsphase. Initial gilt fiir alle i € {0,...,n—
1}: Prob(ali] = k) = 1/n. Nach Hilfssatz 6 gilt fiir je zweil Blitter i # j:
Gparent(i) # Gparent(j). Somit wird der Inhalt a[j] fiir ein Blatt j durch
einen einzigen Vergleich eines noch nicht veridnderten Schliissels a[Gparent(j)]
mit a[j] gebildet, kurz:

alj] = min{a|Gparent(j)], alj]}. (38)

Sei S = {(z,y) € {1,...,n}? | z # y} die Menge von Paaren gleichwahrschein-
licher Belegungen fiir a[j] und a[Gparent(j)]. Die Menge S ist symmetrisch in
den Komponenten. Um Ela[j]] auf der Menge aller Paare aus S zu berechnen,
reicht es somit, E[a[j]] auf der Menge T' = {(z,y) € {1,...,n}* | > y} zu
bestimmen. In T sind die Elemente gleichverteilt und es gilt |T'| = M Dem-
nach berechnen sich die Werte Prob(min{z,y} = k) als Anteile der giinstigen
Moglichkeiten, d.h. wo y = k gilt, durch Anzahl aller Méglichkeiten, d.h. durch
die Grofle der Menge T':

Prob(min{z,y} =1) = Prob(y=1)= :((: : i))
2(n

Prob(min{z,y} =k) = Probly==%k)= Tk;
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Damit ist

n—1

Elalj]] = Z k- Prob(min{z,y} = k)

k=1

1

Satz 26 Sei ein Weak-Heap auf den i Objekten {1,...,i} gegeben. Die Wahr-
scheinlichkeit, daf$ in einer Runde der Riickwartsanalyse fiir die Auswahlphase
2,7 €{1,...,i}, Weak-Heaps auf den i + 1 Objekten {1,...,i + 1} generiert
werden, ist gleich 1/i.

Beweis: Nach Folgerung 11 gibt es i! Weak-Heaps auf den ¢ Objekten {1,...,i}
und entspechend (i +1)! Weak-Heaps auf den i+ 1 Objekten {1,...,i+1}. Nach
Satz 24 landen 2 - a[Gparent(i)] Weak-Heaps der Grofie ¢ + 1 auf einem Weak-
Heap der Grofe i. Nach Satz 25 ist die Verteilung der a[Gparent(i)] € 1,...,i
gleich. Somit landen auf

(i+1)! _ (i+1)

i 2i 2y, J
i+
i+ 1)
= (-1

Weak-Heaps der Grofle i nach einer Runde der Auswahlphase gleichwahrschein-
lich 2,4, bis hin zu 2i Weak-Heaps der Grofle 7 + 1. Damit ist die Wahrschein-
lichkeit, daf} in einer Runde der Riickwartsanalyse fiir die Auswahlphase 2j,
j€{1,...,i}, Weak-Heaps der Grofle ¢ + 1 generiert werden, gleich 1/i. O

Satz 27 SeiW (n,s) die Menge aller Weak-Heaps auf den n Objekten {1,... n}
mit
a|Gparent(n)] = s. Dann gibt es

4(n —2)! ((n+ 1)(s—1) +si:t(s -1+ i ts)
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Weak-Heaps auf den n + 2 Objekten {1,...,n+ 2}, die von W(n,s) ausgehend
in zwei Schritten der Rickwdrtsanalyse generiert werden.

Beweis: Da nach Satz 24 im zweiten Schritt der Riickwértsanalyse
2-a[Gparent(n+1)] Weak-Heaps erzeugt werden, gilt es, die Verdinderung dieses
Wertes schon im ersten Schritt zu verfolgen.

In der MergeForest*— und somit auch in der MergeForestUp—Prozedur verin-
dern die Bewegungen eines ausgesuchten Wertes zur Wurzel hin nach Hilfssatz
34 nicht die Schliissel, auf die Gparent(n) und Gparent(n + 1) zeigen.

Ein Schritt der Riickwértsanayse beinhaltet einen Aufruf von MergeForestUp
und eine abschliefende Vertauschung des Wurzelwertes mit dem auf n + 1 fest-
gelegten Wert der Stelle n, kurz: Swap(a[0], a[n]). Falls zu diesem Zeitpunkt
Gparent(n + 1) auf den Index 0 zeigt, so wird dieser Tausch den Schliissel
a|Gparent(n + 1)] verdndern.

Da Gparent(n+1) # Gparent(n) und Gparent(n+1) < Parent(n+1) < n ist,
gilt auch nach dem ersten Schritt der Riickwirtsanalyse a[Gparent(n + 1)] #
s. Demnach werden im zweiten Schritt von keinem Weak-Heap der Grofie n
ausgehend genau s Weak-Heaps der Grofie n+ 2 generiert. Demnach kénnen die
Belegungen von t = a[Gparent(n+1)] in die Fille ¢ > s und ¢ < s unterschieden
werden.

t > s : MergeForestUp(Gparent(n + 1)) kann im ersten Schritt nicht aufge-
rufen worden sein, da dies zu einem nicht zuléssigen Weak-Heap fiihren
wiirde. Demnach wird Gparent(n + 1) nie 0 und es gibt 2t Weak-Heaps,
die im zweiten Schritt generiert werden.

t < s : Es werden im zweiten Schritt 2¢ Weak-Heaps generiert, falls nach dem
ersten Schritt Gparent(n+ 1) # 0 gilt. In einem der s méglichen Belegun-
gen fiir ¢ ist Gparent(n + 1) = 0, d.h. es wird a[Gparent(n + 1)] durch
Swap(0,n) auf n + 1 gesetzt. Somit werden im zweiten Schritt 2(n + 1)
Weak-Heaps generiert.

Nach Satz 25 und Folgerung 13 ist
Prob(a]Gparent(n)] = k) = Prob(a|Gparent(n + 1)] = k) =1/n

unabhiingig vom gewihlten k € {0,...,n}. Dies gilt somit auch nach dem er-

sten MergeForestUp—Schritt. Dementsprechend liegen die Félle t = k, k €
{1,...,n} — {s}, fir die Menge W (n, s) gleich hiufig vor, nimlich

25 | W(n,s)| 2s(n—-1)!

n—1 - n—1

2s(n — 2)!

mal.
Unter der Bedingung ¢ < s lassen sich aus der Menge W (n, s) insgesamt

2s(n — 2)! i 2t

t=s+1
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Weak-Heaps der Gréfie n + 2 erzeugen

Unter der Bedingung ¢ > s tritt der Fall Gparent(n+1) = 0 nach Swap(0, n) mit
einer Wahhrscheinlichkeit von 1/s und der Fall Gparent(n+1) # 0 entsprechend
mit einer Wahrscheinlichkeit (s — 1)/s. in diesem Fall lassen sich aus der Menge
W (n,s) also insgesamt

2s(n — 2)! Xn: (S “lo s %2(n+ 1))

S
t=s+1

Weak-Heaps der Gréfie n + 2 erzeugen
Zusammmengenommen sind dies

2(n — 2)! (sZ((s—l)QHQ (n+1)) Z 5 - 2t>
t=1 t=s+1

viele. O
Es werden riickwirtig somit

i4(n2)!<(n+1)(sl)+sz:f91 Z fq)

t=1 t=s+1

tlst+]

- <2> D(i )

s=t+1 s

[
(¢
(
= 42 (<n+1> 2)@@)
( ,
[
(

t=1 s=1

Weak-Heaps der Stufe n + 2 generiert.
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Die Aussage des Satzes erlaubt eine Einsicht in die Gréfle des Konfiguratio-
nenbaumes, der in zwei Schritten der Riickwirtsanalyse fiir eine Menge von
Weak-Heaps mit einer bestimmten Eigenschaft generiert wird.

Die genaue Verteilung der Weak-Heaps der Griofle n ergibt sich unmittelbar
aus der Grofe der durch die einzelnen Elemente aufgespannten Konfiguratio-
nenteilbdume. Diese zu ermitteln, erweist sich als nicht einfach, da sich die
Sonderfille, bei denen ein Gparent(n + 1) auf die Wurzel zeigt, iiberlagern und
somit fiir einen exponentiellen Blow-up an Fallunterscheidungen fiithren:

Beispiel 11 Sei der Ausgangsgrad eines Knotens in dem durch die Riickwdrts-
analyse aufgespannten Konfigurationenbaum gleich der Anzahl der in einem
Schritt von dem Knoten aus erzeugbaren Weak-Heaps.

Es soll fiir einen Weak-Heap der Grifle n mit den Werten a|Gparent(n)] = s,
a[Gparent(n + 1)] = t und a[Gparent(n + 2)] = u die Anzahl, der in der
Riickwdrtsanalyse in drei Schritten zu generierenden Weak-Heaps ermittelt wer-
den. Sei dazu Position(k) eine Funktion, die zu einem vorgegebenen Wert den
aktuellen Index bestimmit.

Dabei sollen die Prozeduraufrufe MergeForestUp(Position(ky)), Swap(0,n),
MergeForestUp(Position(ks)) und Swap(0,n + 1) fir alle mdglichen Paare
(k1, ko) hintereinander initiiert werden. Die zu entsprechenden Zeitpunkten vor-
liegenden Werte an den Stellen Gparent(n) (initial), Gparent(n+2) (nach dem
MergeForestUp(Position(k1))— und Swap(0,n)-Schritt) und Gparent(n + 2)
(nach dem MergeForestUp((Position(k2)) und Swap(0,n + 1) Schritt) er-
geben durch jeweilige Verdoppelung und Multiplikation untereinander die Teil-
baumgrdfe fir das gewdhlte Paar (k1,k2). Betrachte folgende Fallunterscheidung
Fall 1) ky = t, d.-h. Gparent(n + 1) zeigt nach MergeForestUp(Position(k;))
auf die Wurzel. Demnach ist a|Gparent(n + 1)] nach dem ersten Schritt der
Riickwdrtsanalyse gleich n+1. Ist ks = u so ergibt sich nach dem zweiten Schritt
ein Ausgangsgrad von 2(n+2). Diese Kombination tritt 2-2 mal auf. Ist hingegen
ko # u so ergibt sich ein Ausgangsgrad von 2u. Letztere Situation tritt 2n mal
auf.

Fall 2) kv = u, d.h. Gparent(n + 2) zeigt nach

MergeForestUp(Position(k1)) auf die Wurzel. In allen 2t auftretenden Fillen
des ersten Schrittes ist der sich ergebene Ausgangsgrad des zweiten Schrittes
gleich 2(n + 1).

Fall 3) ky ¢ {t,u}. Hier mufl wieder zwischen dem Situationen ks = u und
ks # u unterschieden werden. Im ersten 2(s — 2) - 2 mal vorliegenden Fall ist
der gesuchte Grad 2(n + 2) und im zweiten 2(s — 2) - 2(t — 1) mal vorliegenden
Fall ergibt sich hingegen 2u.

Letztendlich miissen die Werte der einzelnen Fille noch aufaddiert werden, um
die Grife des durch den Weak-Heap in drei Schritten erzeugten Teilbaum zu
gewinnen.

Beschrénkt man sich auf eine Negativaussage, so gilt folgendes Resultat:
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Satz 28 Sei ein Weak-Heap W H auf den n Objekten {1,... ,n} gegeben. Von
W H ausgehend tritt in der Riickwdirtsanalyse auf Wegen der Linge n kein Aus-
gangsgrad doppelt auf.

Beweis: Bezeichne mit s;, | € {1,...,n}, den Wert a[Gparent(n + 1)]. Da-
bei beschreibt s; den Ausgangsgrad in der jeweiligen Generationsstufe. Nach
Hilfssatz 6 gilt, daf die Indizes Gparent(n + ) in W H unabhiingig von dem
Algorithmenstadium paarweise verschieden sind.

In der MergeForestUp—Prozedur verindert die Bewegung eines ausgesuchten
Wertes zur Wurzel hin nicht die Schliissel, auf die Gparent(n+1),1 € {1,...,n},
zeigen.

Der k-te Schritt der Riickwértsanalyse, k € {1,...,n}, beinhaltet einen Aufruf
von MergeForestUp und eine abschlielende Vertauschung des Wurzelwertes
mit dem auf n+k festgelegten Wert der Stelle n+k—1. Falls zu diesem Zeitpunkt
Gparent(n+1) fireinl € {1,..., n} auf den Index 0 zeigt, so wird dieser Tausch

den Schliissel s; auf n+k setzen. Dabei ist fiir alle j € {1,...,n}—{l}: n+k > s;
In der [-ten Stufe der Riickwirtsanalyse ist der Wert s; somit entweder un-
verdndert oder auf einen Wert n + k, k € {1,...,n} gesetzt. Nie jedoch ent-
spricht er einem Wert s; fiir j € {1,...,n} —{l}. Die Werte s;, 1 € {1,...,n},in
W H bleiben also auf allen Wegen der Linge n der Riickwértsanalyse paarweise
verschieden, kein Ausgangsgrad tritt also doppelt auf. O

Die Ausgangsgrade im Konfigurationenbaum unterscheiden sich in einem festge-
haltenen Level stark voneinander doch belegt Satz 28, dafl dieses Mifliverh#ltnis
in mehreren MergeForest Schritten zum Teil wieder kompensiert wird.
Zusammenfassend kann demnach festgehalten werden, dafl die Auswahlphase
von WEAK-HEAPSORT dazu neigt, die nach der Aufbauphase bestehende
Gleichverteilung von Weak-Heap in mehreren Schritten wieder anzunihern.

10 Die average-case Analysen der Aufbauphase

Nichts ist bestindig! Manches Mifverhdltnis lost unbe-
merkt, indem die Tage rollen, durch Stufenschritte sich in
Harmonie.

Johann Wolfgang von Goethe
Die natiirliche Tochter IV, 2

10.1 Aufbauphase von HEAPSORT

Man soll die Dinge nicht so tragisch nehmen, wie sie sind.

Karl Valentin
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Der Aufbau eines Heaps erhilt die Gleichverteilung, d.h. jeder der entstehenden
Heaps birgt die gleiche Wahrscheinlichkeit, generiert zu werden. Dadurch 148t
sich die Durchschnittszahl an Vergleichen ermitteln, die in der Aufbauphase
notwendig ist.

Doberkat (1980 und 1984) wihlt hierzu einen auf den ersten Blick befremdenden
Ansatz zur Analyse, den er selbst wie folgt charakterisiert:

The algorithm is regarded as a kind of measure transfoming machi-
ne, which has as input the distribution of the random variables, on
the realizations of which the algorithm is to be performed, and as
output the image of the measure with respect to the function which
is computed by the algorithm.

Es wird angenommen, dafl die n Eingaben des Algorithmus aus einer symme-
trischen Menge A stammen, die die folgenden Eigenschaften hat:

1. A C R" ist eine Borel Menge, d.h. ein Element der kleinsten o-Algebra B
iiber R", die jede offene Menge noch ganz enthilt.

2. Wenn z € A ist, dann gilt fiir i # j: z; # x;.

3. Wenn z = (x1,...,2,)T € A ist, dann ist fiir alle 0 € S,, auch
(To(1);- - Tem)) T € A

Bedingung 1) ermoglicht es, ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf A zu definieren.
Bedingung 2) gilt bei einer kontinuierlichen Wahrscheinlichkeitsverteilung fast
iiberall (d.h. bis auf eine Menge mit dem Mafi Null). Bedingung 3) sichert, daf}
die Ausgabe des Algorithmus nicht aus A ’entwischt’.

Als Hilfsmittel werden zwei zentrale Sdtze aus der Analysis im R™ benstigt: Der
Transformations— und der Eindeutigkeitssatz.

Satz 29 Sei X offene Menge im R™ und f : X = Y ein C'-Diffeomorphismus
(bijektive, stetig differenzierbare Abbildung mit detF'(x) # 0). Dann gilt:

o f ist (Lebesque )integrierbar iiber Y genau dann, wenn (f o F) | detF' |
(Lebesque  )integrierbar iber X ist und

o [y fy)dy = [ (f o F(x)) | detF'(z) | da.

Beweis: (Rudin (1974)).0

Satz 30 Seien ', u? Wahrscheinlichkeitsmafe auf der von A induzierten Borel
Menge B, so daf fiir alle stetigen und beschrinkten Abbildungen g : A — R gilt:

/gdum :/gdu@)_
A A

Dann ist p = p? fiir alle A € B.
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Beweis: (Rudin (1974)).0
Es wird angenommen, daf3 die Verteilung p der Elemente in A die Dichte f
besitzt, d.h. fiir alle Borel Mengen B C A gilt:

u(B) = /B f(z)d. (39)

Das Paar (A, p) wird als symmetrisches Modell (Doberkat (1983)) bezeichet.
Ein Vektor z € A heifit k-Heap, wenn der durch k& beschriebene Teilbaum die
Heapeigenschaft erfiillt. Desweiteren bezeichne mit Ay die Menge aller k-Heaps.
Wenn nun auf y € A1 ReHeap(k) angewendet wird, so ergibt sich ein k-Heap,
an dessen Wurzel ein Element j steht. Die Menge Ay, ; bestehe aus den (k + 1)-
Heaps, die diese Eigenschaft haben. Dann ergibt sich das folgende Resultat in
Analogie zu Satz 19:

Hilfssatz 36 Sei Ry : A1 — Ay, die zu ReHeap(k) korrespondierende Ab-
bildung, dann ist Ry, : Ay ; — Ay fir alle j im Teilbaum zur Wurzel k eine
Bijektion.

Beweis: (Doberkat (1984)) R beschreibt den Algorithmus im k—ten Schritt
der Aufbauphase. Bezeichne mit s; die Anzahl der Elemente in dem durch
k beschriebenen Teilbaum. Im aufgespannten Konfigurationenenbaum wurde
gezeigt daf genau s, Vorgéngerkonfigurationen K,lH s oo K4 in K, miinden,
bzw. die Zuordnung Konfigurationen—Vorgéngerkonfiguration bei festgehaltenen
j€{1,..., s} eineindeutig war. O

Demnach hat jeder k-Heap genau Cy = s|,,/2)41 - - - - - 8¢ Urbilder unter Ry.
Sei p¥) die Wahrscheinlichkeitsverteilung aller k-Heaps, d.h.
H(Ln/2j+1) M
¥ = R, (u(k+1))_

Der durch k beschriebene Teilbaum sei im folgenden mit T} bezeichnet.

Satz 31 Der Algorithmus erhdlt die Orginalverteilung bis auf einen konstanten
Faktor:

[n/2]
TR | T e

i=k
= Ck-/Af(a:)da:.
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Beweis: (Doberkat (1984)) Dies ist eine Folgerung aus Satz 19, da fiir ein sym-
metrisches Modell (vergl. Doberkat (1993)) die gleiche Verteilung beziiglich einer
vordefinierten Ordnung wie das diskrete Modell liefert, sofern der Algorithmus
die Eingabe nur entsprechend dieser Ordnung veréndert.

Doberkat gibt auch einen von Satz 19 unabhingigen Beweis, den er durch
Riickwértsinduktion iiber k startend bei k = [n/2] + 1 fithrt. Da s[,,/2)41 = 1
gilt fiir den Induktionsanfang:

plP2I4)(4) = P(o € A) = / f(z)dz.
A

Sei die Aussage fiir k+1 < |n/2]| + 1 bewiesen und sei h : Ay — R eine stetige
und beschriinkte Abbildung. Dann gilt:

/ hdp® Urbilder / ho Rydus+D
J Ay JR;(Ax)

Hypoth.

Cir /A h(Ri () £ () da
P G [ BB (B (@) da

T O 3 [ W) (Rue)d

jeTy 7 Ar+1,

H 536, Sat229 Cont Z / h(w) f(x)ds
jeT T Ak

[Ty |=sk

= Cri1 -skA h(z)f(x)dx

= Ch '/A h(z) f(z)dx.

Somit folgt die Behauptung aus dem Eindeutigkeitssatz 30.
Damit gliedert sich das Resultat von Knuth in diesen kontinuierliche Fall ein. O

Satz 32 Fiir alle j in Ty, gilt:
pf D (A ) = 5" (40)

Beweis: (Doberkat (1984))

Satz31
u(k+])(14k ;) iz Cry11(Ag,5)

2.

belw Chri1 f(x)dz
Ap
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= Crt1 | flz)dx

Dbt O Ay)
Satz: _
t:?l s ]N(k)(Ak)
= SIZI_D

Die Gleichheit der Umformung (x) gilt nach Satz 29 und Hilfsatz 36, da die
Bijektion Rj eine Permutationsmatrix darstellt. Der Betrag der Determinante
der Jakobi—Matrix ist folglicherweise gleich 1. O

Sei d(k, j) die Entfernung von den Elementen zu den Positionen &k und j. Sie ist
ein Maf fiir die Anzahl der Vertauschungen, die durchgefiihrt werden miissen.
Sei f(k,j) die Anzahl der Vergleiche fiir y € A ;, d.h. f(1,1) =2, f(k,j) =0
fiir £ > |n/2] und

FUk, ) = 2(d(k, ) — 1) + 81jo) + 55 (41)

Nun wird die Erzeugendenfunktion fiir die Wahrscheinlichkeiten der Anzahl von
Vergleichen in T}, entsprechend Satz 32 wie folgt definiert:

Vi) = st Y () g € T Sk =1} 2t (42)
t=0

= sy > {5 € Ths flhog) =t} | 2" (43)
t=0

Satz 33 Die Erzeugendenfunktion V fiir die Wahrscheinlichkeiten der Anzahl
von Vergleichen in der Generierungsphase von HEAPSORT ist gegeben durch:

V() = [[ V(o). (44)
k=1

Beweis: (Doberkat (1984)) Falls mit Vi (2) = Y7 _ g vg4, 2" fiir k € {1,...,n}
eine Menge von Potenzreihen beschrieben wird, so gilt fiir das n-fache Produkt
(|T|=t1+...+1tn):

n 00

§ § t
HVk(Z): ’U])tl'...'vnﬂg" sz,
k=1 t=0 |T|=t

Man spricht auch von der n fachen Faltung der zugehorigen Koeffizientenfolgen.
Somit ist:

S
k=1
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0 g €, f(Lg) =t} |
t=0 \|T|=t ‘ {77’!)77’: € Tn,f(n:%’l) = tn} ‘

= Co-Y | > [{G1s - dn)iin € Tu, y_ flkoji) =t} ] -2
t=0 \|T|=t k=1
00 [3]

= Co-Y | > [{Grs - dn)iin € Tuy y flkogi) =1} | ] - 2"
t=0 \|T|=t k=1

Fiir beliebige 75, € T}, sei
. . n
Pl odig) = {r € A[VE€ {1, [T]} o™ € 4y ).

Fiir alle z € P wurden Z,LEJl (k,j) Vergleiche durchgefiihrt. Fiir alle Belegun-
gen von ji,...,J = existiert eine durch eine Permutationsmatrix darstellbare
Bijektion von P(ji,...,j =) nach P(1,...,|5]). Nach dem Transformations-
satz gilt demnach

. . n _
Damit gilt

) 5]

Cod D [ {Gns - dn)idn € Tay Y flkji) =t} | | -2
t=0 \|T|=t k=1

) 5]

= D> | Do AuPGr, - dn))idk € T, > f(k i) =t} ] -2
t=0 \|T|=t k=1

o0

= > uv=1-2

mit V als die Anzahl der Vergleiche in der Aufbauphase. Damit ist V(z) eine
Erzeugendenfunktion fiir die Anzahl der Vergleiche. O

Da der Mittelwert sich aus der Differentation (mit anschlieender Auswertung
an der Stelle 1) der zugehorigen Erzeugendenfunktion ergibt, betréigt die mittle-
re Anzahl von Vergleichen wihrend der Aufbauphase V'(1). Seien G(z) und F(z)
zwei Funktionen mit G(1) = F(1) = 1, dann gilt fir H(z) = G(z)F(z) nach der
Produktregel H'(z) = G'(2)F(2)+ G(z)F'(z), also H'(1) = G'(1)+ F'(1). Dem-
nach 148t sich die mittlere Anzahl von Vergleichen wihrend der Aufbauphase
auch wie folgt bestimmen:

V(1) = zn:V’k(l)- (45)
k=1
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Satz 34 Sei a; = Z;X):] ﬁ, d.h. a1 = 1.6066951 ... bzw. ay = 1.1373387 .. ..
Die Generierungsphase von HEAPSORT bendtigt im Durchschnitt (o + 20 —

2)n + ©(logn) Vergleiche und (a1 + ay — 2)n + O(logn) Zuweisungen.

Beweis:(Skizze nach Doberkat(1984)) Im Fall n = 2!*! — 1 lauten die Erzeu-
gendenfunktionen

1 27 z2(n=0) (322 — 1) — 22
Vaiyi(z) = o+l 1 2,2 _ 1 ; (46)
wobei j € {0,...,1 — 1} und i € {0,...,27 —1}.
und damit
1—1 P . . 5y 27
1 277 z2(n=0) (322 — 1) — 22
V() = HO <2n+1j 1 222 1 ) ' (47)
j=
Geschickte logarithmische Differentation liefert mit
l J
Z = Z 2j 1
J=1
Lo
oo = Z 2 —1
j=1
folgenden Mittelwert:
V(1) = 24 gy — s — 2) + 2.0 (48)
Die Erzeugendenfunktion fiir z; ist:
B o (19)
1z 2k — 2
k=1
und fiir y;:
6e) = = > (50
1z P 2k — 2

Mit Hilfe von dem Satz von Daboux (Greene (1981)) kénnen die Polstellen
der Erzeugendenfunktionen zu einer verfeinerten Approximation von x; und y;
genutzt werden, was zu den Ergebnissen:

l 1 1
% N AR o]

l 1 l
o= et g mam tolgE )
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wobei a7 und as die in der Behauptung beschriebenen Konstanten darstellen.
Einsetzen in Gleichung 48 liefert dann das zu erzielende Ergebnis.

Im Falle n # 2!*! — 1 gestalten sich die Formeln fiir die Erzeugendenfunktio-
nen wesentlich komlexer. Dennoch sind im Grunde die gleichen Schritte durch-
zufiihren, um zu dem behaupteten Ergebnis zu gelangen.

Der Beweis fiir die Anzahl der Zuweisungen verliduft analog.O

10.2 Aufbauphase von BOTTOM-UP-HEAPSORT

Geduld ist zwezerlei: Ruhige Ertragung des Mangels und Ru-
hige Ertragung des Ubermafes.

Novalis

Die Analyse dieser Phase ist durch die Resultate der HEAPSORT-Untersuchun-
gen zu erschlieffen:

Satz 35 Sei a; = Z(;O:] ﬁ, d.h. ay = 1.6066951 ... bzw. as = 1.1373387.. .,

und B =357, Qh(;Tl) ~ 0.1066952. BOTTOM-UP-HEAPSORT bendtigt fiir
die Aufbauphase im Mittel

(9/2— a1 —as — B)n + O(logn) = 1.649271n
Vergleiche.

Beweis: (Wegener (1993)) Wenn mit /gs die halbe Anzahl an Vergleichen
wihrend eines ReH eap-Schrittes von HEAPSORT bezeichnet wird und Igys
die Anzahl der Vergleiche von BottomUpSearch bezeichnet, so gelten die fol-
genden Beziehungen:

lgs +1lpys =d+ 2 wenn 0 < j < d,

lus +lpus =d+1 wenn () = j oder j = d,

wobei d die Linge des aktuellen speziellen Pfades ist.

Mit Lgs, Lpys und D seien die Zufallsvariablen der Summen aller lgg, lpys
und d bezeichnet. Satz 34 zeigt auf, dafi der Mittelwert E(Lyg) gleich (a1/2 +
as — 1)n + O(logn) ist. Die Hilfsséitze 18 und 20 fithren hingegen zu E(D) =
n + O(logn).

Sei T eine Zufallsvariable, die die Aufrufe von BottomU pSearch zéhlt, wo lgs+
lpys = d + 1 gilt. Dann ist der gesuchte Erwartungswert:

E(Lpus) = E(D)+2[n/2] = E(T) = E(Lus)
= (3—a1/2—a2)n— E(T)+ 0O(logn).

Um E(T) zu bestimmen betrachte zunichst den Fall j = 0, d.h. die Wurzel
ist das kleinste Element im betrachteten Teilbaum. Wenn in dem Teilbaum
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r Elemente liegen, ist die Wahrscheinlichkeit diese Falles gleich 1/r. Da ein
Fehler der Grofie ©(logn) zugelassen wird, betrachte vereinfachenderweise, dafl
in den n/2" Teilbiume 2" — 1 Elemente liegen, d.h. alle betrachteten Teilbiume
vollsténdig sind. Damit liegt die erwartete Anzahl von Situationen, wo j = 0
ist, bei fn + ©(logn), wobei

.- 1
3 }; =)~ 0106695

Betrachte nun den Fall j = d, d.h. das kleinste, speziell genannte, Element auf
dem speziellen Pfad liegt an einem Blatt an. Sei ¢ die Anzahl von Vergleichen
und i die Anzahl von Zuweisungen, die das HEAPSORT-Re H eap benotigt. Wei-
terhin sei s die Anzahl der Kinder des speziellen Elementes. Dann gilt ¢ = 2i +s.
Es bezeichnen C',S bzw. I die Zufallsvariablen, die die Summe von allen ¢,s bzw.
i beschreiben. Nach Satz 34 gilt: E(S) = E(C) —2E(I) = (2 —a1)n + O(logn).
Fiir maximal [logn| Fille kann s = 1 gelten, da alle Teilbdume zu Wurzeln, die
nicht auf dem speziellen Pfad liegen, vollstdndig sind.

Folglicherweise liegt die Wahrscheinlichkeit, dafl s = 2 ist, bei

E(S)
[n/2]

Und die Gegenwahrscheinlichkeit 0.6066951 bezeichnet im Rahmen der vorge-
gebenen Fehlerschranke ©(logn/n) die Wahrscheinlichkeit, dafl s = 0 gilt.
Damit ist das Mittel der Situation j = d:

logn

=2—-a;+0 < ) ~ (.3933049.

(m ~1+0 <1°g”>> /2] = (a1 /2 — 1/2))n + O(log n).

n

Somit ergibt sich E(T") aus der Summe der Ergebnisse zu den Fillen j = 0 und
J = d und letztendlich ist:

E(LBUS) = (7/2 — Q] — Qg — ﬂ)ﬂ + @(log 77)

Die Addition der Vergleichsanzahl, die durch LeafSearch gemifl Hilfssatz 20
entsteht, liefert die Behauptung.O

11 Die average-case Analysen der Auswahlpha-
se
Alles beginnt mit der Sehnsucht.

Nelly Sachs
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11.1 Die average-case Analyse von BOTTOM-UP-HEAP-
SORT

Warum scheuen Sie sich auch so sehr, etwas zu wiederho-
len, das schon vor Ihnen gesagt worden ist. In Verbindung
mit Thren eigenen Gedanken erscheint das Alte selbst doch
immer von einer neuen Seite.

Moses Mendelssohn
an Immanuel Kant, 25.12.1770

Die Auswahlphase zerstort die Gleichverteilung. Schon nach der Entnahme eines
Elementes an der Wurzel ist die Wahrscheinlichkeit der so erzeugten Heaps un-
tereinander nicht gleich. Der Beleg dazu kann durch ein einfaches Zahlenbeispiel
gefunden werden. Es gibt nach der Generierungsphase 3 gleichwahrscheinlich
auftretende Heaps der Grofle 4. Somit kénnen dann die 2 existierenden Heaps
der GroBe 3 nach der Entnahme der Wurzel nicht gleichwahrscheinlich sein.
Diese Betrachtung hat eine exakte average-case Analyse von allen HEAPSORT-
Varianten bis dato unmdglich gemacht.

Sedgewick und Schaffer (1993) erzielen durch ein vergleichsméfig einfaches Auf-
zihlungsargument folgendes Ergebnis:

Satz 36 Die Durchschnittsanzahl von Vergleichen fiir BOTTOM-UP-HEAP-
SORT ist kleiner als nlogn + nloglogn + O(n).

Beweis: (Wegener (1995)) Der Beweis stiitzt sich auf die Gréfien des durch die
Riickwértsanalyse generierten Konfigurationenbaum.

Es reicht zu zeigen, daf3 die durchschnittliche Summe der Einsinktiefen minde-
stens (1 — €™)(nlogn — nloglogn — 3n) fiir ein 0 < € < 1 betrigt.

Sei di,...,d, eine Folge von moglichen Einsinktiefen, wobei sich d; auf die
ReH eap-Prozedur nach der Entfernung des Objektes i bezieht. Seien j1, ..., j,
die korrespondierenden Indizes in der Riickwértsanalyse, d.h. j; ist der Index,
der fiir PullUp(j;) gewéhlt wurde, um den Heap der Grofle i nach Entfernen
des Objektes ¢ wieder zu rekonstruieren. Demnach entspricht eine PullUp Folge
genau einem Heap.

Es kann direkt die Beziehung d; = |[log j;| abgelesen werden, da das Element
i nur bis zur Stelle j; einsinken wird. Umgekehrt gibt es fiir jedes d; nur 2%
mogliche j;-Werte. Da j; =0, jo = 0und j; € {1,..., |logn]|} fiir i > 3 ist, gibt
es weniger als |logn|™ Méglichkeiten, eine PullUp Folge zu bilden. Weiterhin
ist die Zahl der zu d, . ..,d, korrespondierenden PullUp Folgen kleiner als

[I2% = 921y b

i=1
Die Idee ist es, dafl Folgen kleiner Einsinktiefen nur wenige zugehorige PullUp-
Folgen haben. Sei M = Y | d;. Damit ist die Zahl der Pull — Up-Folgen zu
Folgen von Einsinktiefen mit J < M durch |logn|"27 beschriinkt.
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Fiir J = n(logn — loglogn — 3) ergibt sich, dafl die Anzahl der Heaps, deren
Summe der Einsinktiefen durch J beschrénkt ist, selber durch

noJ _ on(log n+loglogn—loglogn—3) _ E "
(logn)™2° =2 = (3

beschrinkt ist.
Die Anzahl aller Heaps ist nach Satz 20 gleich f(n) = =2, wobei s; die GroBe

s

i=1

des Teilbaumes zur Wurzel ¢ ist.

Sedgewick und Schaffer (1993) geben eine untere Grenze fiir f(n) mit (n/7)"
an.

Nunmehr erweist sich die Wahl von J als geeignet. Wenn die Summe der Ein-
sinktiefen grofler als J sind so werden sie mit .J bewertet, anderenfalls mit 0.
Damit ist der Erwartungswert fiir die Summe der Einsinktiefen mindestens

) () (- () o

Li und Vitdnyi (1993) stellen eine Analyseidee von Ian Munro vor, die zu einem
average-case von nlogn 4+ O(n) fithrt. Sie wird im folgenden unabhiingig von
der dortigen Grundlage der Kolmogoroff Komplexitit dargestellt.

Definition 6 Fine bindre Codierung einer Menge M ist eine injektive Abbil-
dung C : M — {0,1}*. Die Codierungslinge eines Elementes x sei mit lc(x)
bezeichnet und kennzeichne die Tupelgrifie des Bildes von x.

Satz 37 (Inkompressionstheorem). Sei |M| = m. Fir alle Codierungen C und
alle b € {0,...,[logm]} ezistieren mindestens m(1 — 27°) + 1 Elemente, die
eine Codierungslinge von mindestens [logm] — b haben.

Beweis: (Li und Vitdnyi (1993)) Die Anzahl aller Bilder von M unter C ist
aufgrund der Injektivitét von C gleich m. Die Anzahl aller Darstellungen mit
weniger als [logm] — b Bits ist gleich

[logm]—b—1

Z 2i:2’—10gm-‘7571'

i=0

Zieht man diese Zahl von der Michtigkeit der Menge aller Bilder ab, so erhilt
man die minimale Anzahl der Elemente z, die eine Codierungslinge lc(z) von
mindestens [logm] — b haben:

m o~ (m2Em = 1) > m (1-27%) + 1.0
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Beispiel 12 Die Menge S, aller Permutationen hat nach der Stirling’schen
Formel n! ~ n"e "/2xrn viele Elemente (vergl. Anhang). Somit kinnen fiir
alle Codierungen mindestens 1 — (1/2)”/2 Elemente p ausgewdhit werden, die
eine Codierungslinge lc(p) von mindestens nlogn — 2n besitzen.

Hilfssatz 37 Fiir alle Codierungen C' existieren mindestens 1 — (1/2)"/? durch
die Prozedur Heapify aus einer Permutation p € S, generierte Heaps h, so
daf$ die Codierungslinge fiir h (Ic(h)) mindestens nlogn — 4n betrdgt.

Beweis: (Li und Vitanyi (1993)'2) Es wird bei gegenteiliger Annahme gezeigt,
daB} sonst auch p € S,, mit weniger als nlogn — 2n codiert werden kann. Dazu
wird jeder Pfad P eines einsinkenden Elementes wie folgt codiert: Verzweigt
P nach links, so bezeichne die Kante mit den Bitstring '00’, verzweigt P nach
rechts, so wihle entsprechend '01’. Das Ende eines Pfades wird mit ’11’ festge-
legt. Nach Hilfssatz 18 ist die Summe der Lingen der in der Generierung ent-
stehenden Pfade h6chstens » — 1. Damit werden insgesamt weniger als 2n Bits
zur Codierung der gesamten Aufbauphase bendtigt. Die Riickwértsbetrachtung
des Codes ermoglicht es, aus den generierten Heaps durch die somit vollstéindig
festgelegten PullUp Operationen die Ausgangspermutation p aus h zu gewin-
nen. Damit wére p mit nlogn — 4n + 2n = nlogn — 2n codiert. Widerspruch.
O

Hilfssatz 38 Sei d; die Finsinktiefe eines Elementes im i ten Schritt der Aus-
wahlphase. Dann existiert eine Codierung C' von Heaps h mit den folgenden
FEigenschaften:

1. Die Linge der Codierung von h betrigt:

n—1

ler(h) = Z (d; + 2[log([logn] — d; + 1)]) < n[logn] + 6n.

i=2

2. Der Code C' ermdglicht die rickwirige Konstruktion von h mittels PullU p-
Folgen.

Beweis: (Li und Vitanyi (1993)'3)

1. Der Pfad P eines einsinkenden Elementes in der Auswahlphase wird wie
folgt codiert: Verzweigt P nach links, so bezeichne die Kante mit dem Bit-
string '0’, verzweigt P nach rechts, so wihle entsprechend ’1’. Das Ende
von P wird durch die Codierung der Grofe [logn] — |P| festgelegt. Die
Trennung von der Groflencodierung und des eigentlichen Pfades P wird

12Ebd. wird die Grenze nlogn — 6n bewiesen.
13Ebd. wird die Ungleichung in 1. nicht gezeigt und die Codierung unétigerweise
verkompliziert.
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durch eine Verdoppelung der Bitanzahl des Gréflencodes, einer sogenann-
ten Selbstbeschrankung, erreicht.

Sind mit d;,7 € {2,...,n—1}, jeweils die Tiefen der einsinkenden Elemente
bezeichnet, so werden zu Codierung aller Pfade P insgeamt

n—1

lor(h) = 3 (d; +2Mlog(log ] — d; +1)])
i=2
Bits bendtigt.

Ist d; < [logm] —4, so gilt d; + 2[log([logn] —d; + 1)] < [logn] + 2, wie
die folgende Betrachtung belegt:

Es existiert ein z € {0,..., [logn] —4} mit d; = [logn] —4 — . Damit ist
d; + 2[log([logn] —d; +1)] = [logn] —4 —z+ 2[log(5 + z)]

Fir z € {0,1,2,3} stimmt somit die behauptete Ungleichung. Fiir z €
{4,...,logn — 4} gilt sowohl

S5+r<dr < log(b+x) <logd+logx
= 2[log(5 + z)] < 2([log4 + log z])
= 2[log(5 + z)] < 2[log4] + 2[log z]

als auch x > 2[logz] — 2 und somit gilt:

d; + 2[log[logn] —d; +1] < [logn] —4 —z + 2[log4] + 2[log z]
= [logn] —z + 2[log x|
[logn] + 2.

IN

Falls [logn] —4 < d; < [logn] ist, so gilt:

d; + 2[log([logn] — d; + 1)] d; + 2[log5]

<
< [logn] + 6.

Damit gilt insgesamt:

n—1

le(h) = Z (d; + 2[log([logn] — d; + 1)]) < n[logn] + 6n.

=2

. Die riickwartige Konstruktion von h aus dem einzigen Heap der Grofie 1 ist

analog zur Aufbauphase durch die gespeicherten Pfade in C' festgelegten
PullUp Operationen in lcr (h) Schritten moglich. O
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n—1
Hilfssatz 39 Sei f(n) € w(l). Wenn Y d; =nllogn] —nf(n) gilt, dann ist

i=2

nf(n) max {Z 2[log([logn] — d; + 1)] } = w(n).

d;€{0,...,[logn]} =

Beweis: Aufgrund der Konkavitéit der log—Funktion werden die Extremwerte
der in den Variablen d; definierten Funktion

n—1

g(da, ..., dy1) =Y 2[log([logn] —d; +1)]

i=2
dort erreicht, wo alle d; den gleichen Wert haben (Fall 1) oder dort, wo méglichst

viele d; extrem klein bzw. grof§ gewiihlt werden (Fall 2).

Fall 1: Die Werte von d; betragen nach Voraussetzung (n[logn] —nf(n))/n =
[logn]| — f(n). Damit ist der Funktionswert von nf(n) — g(ds, ... ,dn_1)
gleich

nf(m) Y 2Mlog(f(m) +1) < nf(n) - 2nflog(7n) + 1
= /() — 2Mlog(f(m) + 1)1).

Es gibt ein ng, so daf} fiir alle n > ng

2[log(f(n) +1)] < f(n)/2

gilt. Da f(n) € w(1) ist, gilt somit auch f(n) — 2[log(f(n) + 1)] € w(1)
und nf(n) - g(d2: R dnfl) = w(n)

Fall 2: Die Anzahl der auf [logn] setzbaren Werte ist hochstens (n[logn] —
nf(n))/Mlogn] = n(l — (f(n)/[logn])). Dementsprechend sind die auf 0
setzbaren d;—Werte héchstens n(f(n)[logn]). Damit ist der Funktionswert
von nf(n) — g(ds,...,dy_1) gleich

n—1

nf)— S 2flog(Tlogn] +1)]

i=2,d;=0

_ 2nf(n)[log([logn] +1)]
[logn]
2f(n)[log([logn] +1)] )
[logn] '

= nf(n)

IN

n (f(n) -
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Es gibt ein ng, so daf} fiir alle n > ny

2[log([logn] + 1)]
[logn]

<1/2

gilt. Da f(n) € w(1) ist, gilt somit auch f(n) — 2 ﬂofn(g“;% n+D1 e (1)
und nf(n) — g(da,...,dn—1) = w(n).O

Satz 38 Die Durchschnittsanzahl von Vergleichen fiir BOTTOM-UP-HEA P-
SORT ist hochstens als nlogn + O(n).

Beweis: (Li und Vitanyi (1993)'4) Es reicht zu zeigen, daf§ die durchschnittliche
Summe der Einsinktiefen d; in der Auswahlphase und ausreichend vielen Fillen
mindestens nlogn — O(n) ist.

Nach Hilfssatz 37 sind fiir einen Mindestanteil von (1 — (1/2)"/?) der Elemente
p € S, die Codierungsléngen der aus p generierten Heaps h mindestens nlogn —
4n. Dieses gilt insbesondere fiir die in Hilfssatz 38 beschriebenen Codierung C'.
Fiir dessen Codeldnge

lor(h) = i: (d; + 2[log([logn] — d; + 1)7)

gilt somit
lcr(h) =nlogn — O(n). (52)

Der Hilfssatz 39 schafft nun eine Verbindung zwischen der Summe der Ein-
sinktiefen d(n) = Z?;; d; und der Codierung Ic(h). Falls d(n) superlinear
unterhalb von n[logn] liegt, d.h d(n) = n[logn] — f(n)n mit f € w(1), dann
ergibt sich ein Widerspruch zu Gleichung 52:

le(h) = Z (ds + 2[1og(Tlog n] — ds + 1)])

< n[logn] —nf(n)+

1
(d; + 2[log(1 di + 1
die{0m Tlog n] }{Z [log([logn] — ﬂ)}

i=2
= nflogn] — w(n).

Somit ist fiir eine Konstante ¢ und fiir einen Anteil von 1 — (1/2)"/? aller
Permutationen und somit aller Heaps die Summe der Einsinktiefen grofler als
nlogn — O(n). O

Die Eingrenzung von dem Vorfaktor des linearen Terms ist nur unter realisti-
schen Modellannahmen gezeigt worden. Zentral ist der Begriff des kurzen bzw.

1 Ehd. wird der Ubergang von der Codierungs- zur Pfadliinge nicht ersichtlich.
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langen Weges. Ein (spezieller) Weg ist kurz (bzw. lang), wenn er auf einem Blatt
des vorletzten (letzten) Level endet.

Carlsson (1987a) verfolgte den Ansatz, daf} in jedem Schritt des Algorithmus
zufillige Heaps entstehen, fiir die die folgende Eigenschaft wesentlich ist:

(M) Wenn an einem Knoten x der linke Teilbaum i und der rechte Teilbaum j
Knoten besitzt, so ist die Wahrscheinlichkeit, dafl der spezielle Pfad den
linken Teilbaum wiihlt, gleich i/(i + j)

Fiir n = 2¥ — 1 ergeben sich durch (M) nach (fehlerhaften Berechnungen von)
Carlsson 0.279n kurze Wege, was von den Experimenten weit entfernt liegt, da
diese ca. 0.5n kurze Wege versprechen.

Wegener (1993) schlug ein anderes Modell vor:

(M'") Die Wahrscheinlichkeit, daf} der spezielle Pfad den linken Teilbaum an
einem Knoten x wihlt, verdndert sich wihrend der Auswahlphase nicht.

or2k

Abbildung 24: Unterschiedlichen Modellannahmen: a) Model (M), b) Model

3

().

Es werden die Konsequenzen analysiert, die sich aus (M') ergeben. Sei n = 2% —
14+a2F mit 0 < a < 1. Zum Beginn der Auswahlphase ist die Wahrscheinlichkeit,
in die schlechte Region zu gelangen gleich % =2a/(1+a), da die
Heaps gleichverteilt sind und damit als zufillig angenommen werden kénnen.
Entprechend ist die Wahrscheinlichkeit fiir die gute Region (1 — a)/(1 + a).
Falls in den ersten a2* Aufrufe von BottomUpReH eap die gute Region betreten
wird, so ist der spezielle Weg kurz. Wird die schlechte Region betreten, so sind
eventuell einige Blétter schon eliminiert und damit ist der spezielle Weg nicht
unbedingt lang. Im Mittel sind die Hiilfte der Wege lang. Damit ist die erwartete
Anzahl von kurzen Wegen:

i 120 ) on o @ g (53)
T+a 2 1+a)% " 1+a
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Die schlechte Region wird fiir die folgenden 2¥ — 1 ~ 2¥ BottomUpReHeap
Aufrufe im Mittel (2a/(1 + a))2* fach betreten, wihrend die gute Region ent-
sprechend ((1 — a)/(1 + «))2* mal erreicht wird.

Wenn der Baum auf dem letzen Level (Tiefe d) mehr als a2? Knoten besitzt, so
sind alle Wege in der schlechten Region lang und in der guten Region zur Halfte
kurz. Somit ergeben sich in diesem Fall insgesamt

1 200 4, a2k

. — 4
2% 1T+ a 1+a (54)

kurze Wege.

Wenn der Baum auf dem letzen Level (Tiefe d) weniger als a2? Knoten besitzt
so sind alle Wege in der guten Region kurz und in der schlechten Region zur
Hélfte lang. Somit ergeben sich in diesem Fall insgesamt

1 1-a 11—-a?

—(1- : k) = 9ok 55

(2( O‘)“La) <1+a ) 2 1+a (55)
kurze Wege.

Faf3t man die drei Ergebnisse zusammen erhélt man letztendlich

(a4 a®+1/2 - a?/2)2% =

- Tra (@®4+2a+1)2"1 = (14 )28t

1+ a
~(1+a)2Ft —1/2=n/2.

kurze Wege, was den experimentellen Ergebnissen wesentlich besser entspricht.
Die Anzahl der kurzen Wege ist fiir n ~ 2¥ und fiir n > 2000 zwischen 0.469n
und 0.471n und fiir n ~ 1.4 - 2% ungefihr 0.519n. Die iibrigen Werte liegen
innerhalb dieser Grenzen. Wegener (1993) erklirt diese Abweichungen durch
ein erweitertes (realistischeres) Modell, das die Wartezeiten der Elemente bis zu
einer Vertauschung mit einbezieht.

Doberkats (1982) Untersuchungen zur Entnahme einer Wurzel lassen erkennen,
daf} die Anzahl der Vergleiche fiir BottomU pSearch wihrend der Auswahlphase
fiir jeweils als zufillige angenommende Heaps 1.299n betrigt.

Die Modellannahme (M') (vergl. Wegener (1993)) fiithrt auch zu einer Begriin-
dung, warum in der Auswahlphase wesentlich weniger Vergleiche fiir
BottomUpSearch als fiir zufillige Heaps benotigt werden. Dennoch 148t sie die
nahezu konstante Anahl von [1.169, 1.171]n Vergleichen nicht schlu$folgern.

Vermutung 1 Sei d(n) so gewdhlt, daff nlogn + d(n)n die erwartete Anzahl
an Schliisselvergleichen von BOTTOM-UP-HEAPSORT ist. Dann liegt d(n) im
Intervall von [0.34,0.39]. Diese Zahl ist grof fiir n ~ 2% und klein fiirn ~ 1.4-2%.

Begriindung: Die Anzahl der Vergleiche fiir die Prozedur LeafSearch in der
Auswahlphase betrdgt nlogn — ¢(n) minus der erwarteten Anzahl der kurzen
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Wege. Die erwarteten Vergleiche fiir die Aufrufe von BottomUpSearch liegen
zwischen 1.169n und 1.171n. Addiert man Durchschnittsergebnis der Generie-
rungsphase von approx. 1.649271n hinzu wird fiir d(n) das folgende Resultat
erreicht:

—[1.91393, 2] — [0.469,0.519] + [1.169, 1.171] + 1.649271 = [0.22927, 0.437241].

Experimente belegen, daf} die Beispiele nicht aus dem Intervall [0.34,0.39] fallen.

11.2 Die average-case Analyse von WEAK-HEAPSORT

Die Schwierigkeiten wachsen, je mndher man dem Ziele
kommt.

Johann Wolfgang von Goethe

In der average-case Analyse von HEAPSORT bestand die Grundidee darin,
durch die Riickwértsanalyse die starke Variation der Einsinktiefen zu kontrol-
lieren. Zu Folgen geringer Einsinktiefen gab es nur wenige korrespondieren-
de Codierungs- bzw. PullDown-Folgen und somit wenig riickwérts generierte
Heaps. Die Einsinktiefen waren ein direkter Maf3stab fiir die Anzahl der Ver-
gleiche.

Im WEAK-HEAPSORT Algorithmus ist der Unterschied der Vergleichsanzahl
zwischen dem giinstigsten und ungiinstigsten Fall maximal 1. Es gibt demnach
keine Ausreiffer von Einsinktiefen. So geniigt es, anstatt eine Folge von Ein-
sinktiefen, eine Folge von Fillen a), b) bzw. c) (vergl. Abb. 8) zu betrachten.
Dieser Folge sollen dann korrespondierende M erge ForestU p-Folgen zugeordnet,
werden.

Eine Vereinfachung der Notation wird durch die Zusammenfassung von dem
giinstigen Fall b) und dem giinstigen Fall c) erreicht. Dazu sei P = {|(n —
1)/2| | i € {0,...,k}} der Weg von Index n — 1 zuriick zum Index 1, wobei
k = |log(n — 1)] ist.

Ist n = 2% — 1, so wird mittels Swap(0,n) nach MergeForestUp ein Element
auf den nichsten Level befordert. Der riickwiirtig generierte Pfad hat maximale
Lange, doch es tritt nach dem Wurzeltausch der giinstige Fall an Vergleichen in
MergeForest auf.

Die vereinfachte Fallunterscheidung lautet:

Fall(I) Esist n+2%—1 oder der Weg P besitzt die maximale Linge [log(n+1)].
Fall(II) Der Weg P besitzt die minimale Linge [log(n + 1)] — 1.

Im Fall (IT) benotigt der Algorithmus garantiert die giinstige Zahl von [log(n +
1)] — 1 Vergleichen. Ziel wird es sein, die erwartete Anzahl von Situationen, in
denen Fall (II) eintrifft, nach unten abzuschitzen und von der worst-case Anzahl
an Vergleichen abzuziehen.
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Definition 7 Sei ein Weak-Heap der Griffe n gegeben und seien alle Rever-
sebits auf 0 gesetzt. Sein —1 = (b ...bo)2 mit k = |log(n — 1)] und P, =
{lln=1)/2"] | i € {0,...,k}} = {(1 br—1...br—j)2 | i € {0,...,k}}. Die
Menge R,, (bzw. L) ist die Menge der Indizes, die rechts (bzw. links) von P,
liegen.

Per Definition sind die Indizes der Elemente, die in R, und L, liegen, un-
abhéingig von der Belegung der Reversebits und somit nur durch n bestimmt.

Hilfssatz 40

=~
|
-

R, = 2M'—(k+2) =) (1 bp1...bp_j)a,
Jj=0

(1 br1...br—j)s — 281 41

M-

<
I
=]

|Ln‘ =

Beweis: Es wird zur Berechnung von |R,| das Pfadelement von der Level-
obergrenze subtrahiert und iiber die bestehenden Level summiert.

k—1
|Rn‘ - (2j+1 *17(1 bkfl...bk,j)g)
j=0
— k—1 k—1
== Z Zl—z 1 bk,]...bk,j)g
7=0 7=0
k—1
= 22 1) —k—> (1 by1...bxj)o
j=0

Entsprechend wird zur Berechnung von |L,,| die Leveluntergrenze vom Pfadele-
ment subtrahiert und iiber die bestehenden Level summiert:

k
Lol = ) (1 be1...bpj)s—2)
7=0
k
= ) (1 b1 bpj) Z
j=0 j=0
k
= ) (1 b1 b ) — 2 410
7=0

Die zentrale Eigenschaft der Mengen R,,, L,, und P,, wird in dem folgenden Satz
beschrieben.
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Sei dazu die Menge S; wieder wie folgt festgelegt:
y € S <= Gparent(y) = j

bzw.
S; = {rchild(j)} U{y | y ist von rchild(j) nur iiber linke Kinder erreichbar}.

Satz 39 Sei j so gewdhlt, daff MergeForestUp(j) aufgerufen wird.

Ist j € R, dann wird ein Weak-Heap generiert, dessen Pfad P41 minimale
Linge hat, d.h. es tritt Fall(I1I) ein.

Ist j € L, so wird ein Weak-Heap generiert, dessen Pfad P, 1 maximale Linge
hat, d.h. es tritt Fall(I) ein.

Ist j € P,U{0} und liegt ein (kein) Element von S;U{j} auf dem letzten Level,
so wird ein Weak-Heap generiert, dessen Pfad P,11 mazimale (minimale) Linge
hat.

Beweis: Um mittels MergeForestUp(j) ein Element an die Wurzel zu bewe-
gen, muf} es im vorletzten Schritt auf dem Pfad P,;1 des zu generierenden
Weak-Heaps liegen. Die durch j beschriebenen Teilbdume sind fiir j € R, U L,
vollstdndig, da j nicht auf P, liegt. Der letzte Tausch von den Werten an den
Positionen j und 0 verdndert somit nicht die Struktur des Weak-Heaps. Ist
j € R,, so ist die Tiefe der Teilbidume, die durch j beschrieben werden, um 1
geringer als im Fall j € L,,. Damit hat P,;; im ersten Fall minimale und im
zweiten Fall maximale Linge. Ist j € P,, so wird S; im letzten Tausch zum
Teil P,11 des zu generierenden Weak-Heaps und demnach iibertrégt sich die
Maximalitit (Minimalitdt) der Pfadlange. Fiir den Sonderfall j = 0 wird kein
Tausch durchgefiihrt, doch es gilt S; = P,y . Ist j = n — 1, so liegt der Index
auf dem letzten Level wird zum letzten Element auf P,1q. O

Beispiel 13 Sei n = 11. Dann ist R, = {3,6,7}, L, = {4,8,9}, P, =
{1,2,5,10}.

Die Knoten der Indizes, die zu Fall 1) fihren, sind in Abb. 25 weif8, die zu Fall
II) fiihren, schwarz gefirbt.

Algorithmisch 148t sich die Klassifizierung der zu generierenden Félle (Fall(I) =
TRUE, Fall(II) = FALSE) wie folgt formulieren:

PROCEDURE FALL (n, j) :BOOLEAN
IF n=2"k-1 THEN RETURN(FALSE)
d = depth(j)
k = depth(n-1)
IF (n-1) DIV 27 (k-d) > j { j ist in Ln }
THEN RETURN (FALSE)
FI
IF (n-1) DIV 27 (k-d) < j { j ist in Rn 1}
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THEN RETURN(FALSE)

FI
IF j =

THEN FALL = TRUE; EXIT

FI

x =2 % j + 1 - Reverse[j]

n-1

IF x > n-1 THEN
THEN FALL = FALSE; EXIT

FI

WHILE 2*x+Reversel[x] < n DO

x = 2%x + Reversel[x];

0D;

IF x < 27 (k-1)
FALSE

THEN FALL
ELSE FALL

FI
END FALL

TRUE

~

{

Reverse(i) = 0,

—_—
miti =0,...,,11

j ist nun in Pn }

Sonderfall:
j letzte Elem. in Pn }

Sonderfall

}

}

Abbildung 25: Die Lage der Mengen R,,, L,, und P,.

j vorletzte Elem. in Pn }

S_J
S-J

minimal }
maximal }

Die Mengen |R,,| und |L,| wachsen unregelmifig:
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n[1]2[3][4]5[6]7[8]9[10[11]12]13[14[15] 1617
R, [[0O[0[O0]O[L1|1]0|0]|4] 4] 3] 3] 1| 1] 0] 011
L,/ J0|0[O0|1]0[LT[3]4[0| 1] 3| 4| 7] 8[10[11] O
P 01223 (3|3 [3|4] 4| 4| 4| 4] 4| 4| 4] 5

Tabelle 3: Ausschnitt der Funktionstabelle fiir |R,|, | L] und|P,|.

Offensichtlich gilt: |R,,|+|L,|+|P,] = n—1.Da |P,| = [logn] = |log(n—1)] +1

ist, reicht es, eine der Gréflen |R,,| und |L,,| genauer zu analysieren.

Hilfssatz 41 Sei 28 +1 < n <281 dh n =2F +m mit m € {1,... 2F}.
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Dann gilt fiir alle m € {1,...,2*} folgende Symmetrieeigenschaft:
|R2k+m| + ‘R2k+]+1im| = |R2k+1‘ = 2k - (k + 1)

Beweis: Sei b™ = (b7 ...b")2 = (28 +m) —1und ¢™ = (" ... )2 = (28T +
1—m)—1. Esgilt b7" =1 = ¢}’. Damit ist

m m m m 2k + 2k —1
(1 bk*] P bkfj)Q + (1 Ck7] P Ck*j)Q = LTJ (56)
Die Anwendung von Hilfssatz 40 und Gleichung 56
k—1
|Bo o + [Rorwr g1 | = 2990 — (k0 2) = (1 070 )s +
j=0
kE—1

2 (k+2) = > (1 e )

j:0

ok 2k+] 1
= 2F2 9k 4 2) - ZL i ]

k-1
. . 1
— k42 +1
= 2" 2(k+2) - [+ ~ 57!
j=0
k—1 1
_ k42 k k+1
= 2k2 9k 42) -2 -2 +3*ZL*WJ
j=0
= 2" k-1
Fiir m =1 ist ‘R2k+1+],m‘ = 0 und damit |R2k+1+]| =2¢ k-1.0O
Nun 148t sich ermitteln, wie stark die Menge R,, im Mittel wichst:
Satz 40 Sein = 2F.
T IR; k—1 2
Zz:] ‘ ‘ — E _ _ (57)

Beweis:

T,l_ Ri k 1 27
2177]7“ ‘ — Z Z |R21+m|

71m1
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lkfl
- (47 j2j 27)
2nj:1
1k7] j 97 j
= 3 (47 — j27 — 27)
L
1 (4% -1
= %{ 2 ((k2)2’“+2)(2k1)}
1 (n?-1
- 2_{”3 —(k—1)2* 1}
n
1 (n? 4
= —d% k-vn-2
2n | 3 3
n k-1 2

Um die average-case Analyse durchzufiihren, betrachte folgendes Modell:

(M) Die Weak-Heaps der Grofie n seien in allen Schritten der Auswahlphase
gleichverteilt, d.h. jeder zulédssige Weak-Heap tritt im Algorithmus mit der
gleichen Wahrscheinlichkeit auf.

Das Modell (M) beschreibt nicht die Wirklichkeit, wie die Untersuchungen der
Auswahlphase mittels der Riickwértsanalyse belegen, doch es kann angenommen
werden, dafl (M) durch das Ausgleichsbestreben der Verteilungen bei grofien n
annihernd gilt.

Definition 8 Seien alle i! paarweise verschiedene eingebettete Weak-Heaps der
Grifle i gegeben. In der Riickwdrtsanalyse bezeichne F(i,j) die Anzahl der
zuldssig zu generierenden Weak-Heaps der Grifie i + 1, die durch
MergeForestUp(j) gebildet werden. Dabei sei das Reversebit an der Position
i+ 1 auf einen Wert festgelegt. Desweiteren sei

i) = ) (58)

2

der Anteil dieser Weak-Heaps unter allen zuldssig zu generierenden Weak-Heaps
der Grifie i + 1.

Folgerung 15 Unter dem Modell (M) beschreibt f(i,j) die Wahrscheinlichkeit,
daf$ unter allen zuldssig zu generierenden Weak-Heaps der Grifie i+ 1 der Index

Jj fir MergeForestUp(j) gewihlt wurde.

Fiir kleine 4 lassen sich die Werte f(i, j) direkt berechnen (vergl. Tabelle 4).
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jlill 23| 4] 5| 6| 7| 8| 9| 10
o[ililwls] 2] #] %] #] #
ols] a8 w]| &] 5]
slofolw ]3] 3] H&] %%
4000%%%%%%
50000%1%%%
6ojol ol o of L] 4] 2| 4
7lolol ol o] of of &£] 2| 4
8000000012_5%
9000000003“_3

Tabelle 4: Werte fiir f(i,j), wobei die Zeilen mit 4, die Spalten mit j bezeichnet
sind.

Hilfssatz 42 Sei j der Index eines Blattes ungleich [i/2] in einem Weak-Heap

der Grdifle i. Dann gilt:
4

16:9) = 351y (59)

Beweis: Da j # [i/2] ist, gilt Gparent(i) # Gparent(j) (Vergl. Hilfssatz 6).
Definiere die folgenden Ereignisse, die nach der Generierung eines Weak-Heaps
der Grofe i gelten sollen:

A = {WH mit a[Gparent(i)] =k | WH ist Weak-Heap der Gréfle i},
B, = {WH mit a[j] =1| WH ist Weak-Heap der Grofie i}.

Sei q(l, k) = Prob(Ay N By). Nach der Definition der bedingten Wahrscheinlich-
keit gilt:

q(l, k) = Prob(Ayg) - Prob(By | Ag). (60)
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Nach Satz 25 ist die Wahrscheinlichkeit Prob(Ax) = Prob(a[Gparent(i)] = k)
in einem Weak-Heap der Grofie i gleich 1/i.

Um Prob(B, | Ax) zu berechnen, mufy der Wert von a[Gparent(i)] in der Ge-
nerierung des Heaps festgehalten und dann die Wahrscheinlichkeit Prob(B;)
berechnet werden.

Sei S = {(z,y) € {1,...,i}> | © # y,v # k,y # k} die Menge von Paaren
gleichwahrscheinlicher Werte fiir a[j] und a[Gparent(j)], wenn vor dem Aufbau
des Heaps a[Gparent(i)] mit dem Wert k festgelegt wird. (vergl. Hilfssatz 35)
Dabei ist j der Index des Blattes ungleich |i/2]. An einem solchen Blatt j wird
in der Generierung nur ein Vergleich mit Gparent(j) # Gparent(i) gemacht. In
S sind die Elemente gleichverteilt und es gilt |S| = 2(2) = (i — 1)(i — 2) (vergl.
Abb. 26).

Abbildung 26: Die Lage von k, m und i in der Menge S.

Demnach berechnen sich die Werte Prob(min{z,y} = 1) als Anteile der giinsti-
gen Moglichkeiten, d.h. wo y = [ bzw. = [ gilt, durch Anzahl aller Moglich-
keiten, d.h. durch die Gréfle der Menge S:
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Prob(min{z,y} =1) = %
Prob(min{z,y} =2) = %

2( -1~ (k-1))
(i—1)(i—2)

2((i — (k +1))

(i-1)(-2)

Prob(min{z,y} =k —1)

Prob(min{z,y} =k +1)

2

Prob(min{z,y} =i—-1) (=R

Fiir | < k ist damit ist Prob(B; | Ax) = % und

126 —1-1)
'(2—1)(1—2)'

Dieses Ergebnis bezieht sich auf einen durchschnittlichen Weak-Heap der Grofie
i. Darum 148t sich die Anzahl der zulissig zu generierenden Weak-Heaps der
GroBe i+ 1, die durch MergeForestUp(j) gebildet werden, wie folgt berechnen:

q(lk) = (61)

i k—1

F(i,j) = i)Y qllk)

k=11=1

= 7'2 Z q(l, k)

1=1 k=I+1

= 2i-3)!> Y (i-1-1)
=1 k=l+1

_ (773' G- DG —1)—1)

l]” S

—1 i—1
= 2(i — 3)! ( % - Zl)
=1 =1

i1
= 2(i—3)!

/_\
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Mit
1.5 = 289 (62

ergibt sich die Behauptung. O

Definition 9 Der Wahrscheinlichkeitsraum S wird iiber folgendes stochasti-
sches Experiment definiert: In Urne U;, i € {0,...,n — 1} liegen (i +1)!/2 Ku-
geln entsprechend der Anzahl zulissig zu generierender Weak-Heaps. Jede Kugel
ist mit dem Index j beschriftet, der zur Generierung mittels MergeForestUp
gewdhlt wurde. Im Schritt i wird aus der Urne U;_1 eine Kugel gezogen und
deren Beschriftung s; betrachtet. Damit ist

S={(s1,.--y8n) | si €{0,...,i —1}}. (63)

Definition 10 Die Indikatorzufallsvariablen Z; : S — {0,1} seien wie folgt
definiert:
p 0 falls s; € R; N Leaf(i),
' 1 sonst.

Dabei bezeichne Leaf (i) die Menge aller Blitter in einem Heap der Grifle i.

Die Zufallsvariablen beschreiben jeweils ein Bernoulli-Experiment mit dem Er-
folgsparameter

pi=Prob(Z; =1)=1-Prob(Z;=0)=1- Y f(i,j).
JER;iNLeaf(i)

Demnach ist der Erwartungswert E[Z;] = p;. Betrachte erneut die Riickwérts-
analyse: Ist Z; = 0, so kann ein Vergleich zum worst-case eingespart werden.
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Somit gibt der Wert von Y. | (1 — Z;) ein Ma8 fiir die Mindesteinsparung an
Vergleichen. Im Mittel sind dies

n

E[Z(l -Zy)] = Z E[l - Zj]
= S |i-(1- Y G
i=1 jER;NLeaf (i)
HS12 ) 4
B ;\RiﬂLeaf(z)\-g(i+l)
_ N~gllestin) g iz 4
= ;(2 e e e R ATy

viele.
Ziel der folgenden Untersuchung wird es sein, diese Summe als (4/31n2—-2/3)n—
O(logn) darzustellen.

Hilfssatz 43 Sei H,, die n te Partialsumme der harmonischen Reihe,
dh. H, =31, % Dann existieren Konstanten c,c', so daf fiir alle n:

Inn+vy—¢/n<H,<Inn+vy+c/n,
wobei v die Fulersche Konstante ist (vergl. Anhang).
Beweis: (Graham (1990)). O

Hilfssatz 44 FEs gilt:
In(1+1/n)=0(1/n). (64)

Beweis: Taylorexpansion. O

Hilfssatz 45
n-1 gllog i
pad i+ 2

>1n2-n— O(logn). (65)

Beweis: Die einzelnen Summanden lassen sich iibersichtlich in einem bindren
Baum beschreiben (vergl. Abb. 27). Ziel wird es sein, die Summanden levelweise
durch Teilstiicke der Harmonischen Reihe zu beschreiben.

Es existieren Konstanten ¢, ¢', so daf fiir den m-ten Level gilt:

m m m—+1 c
2 (H2m+1+1 —H2m+]) Z 2 {1n(2 +1)+’Y— W
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1/3

m=1 /2/4\ /2/5\
=R A
m=3 8/10 8/11 8/12 8/13 8/14 8/15 8/16 8/17

Abbildung 27: Ein Baum, der levelweise eine Summe beschreibt.

/
—In(2m+1) — v — ¢ }

9m 11
2mtl 41 e+

> 9m{] -
= {n om 4 1 2m}

/
= omfm (e L ) et
2m 11 om
1 . 1/
— 92"{In2+In(1- _cte
2m 11 om

!
- 2m{1n2—c+c}
Qm

= 2"In2— (c+¢').

Damit gilt fiir die Konstante ¢* = ¢ + ¢:

n—1 i k—1
QUOglJ 1
> -+ E 2™ (Hym+1 — Hom
o 1+ 2 - 3 f ( 2T+l 2 1)

1 k—1
> 3 +;(2mln270*)
1 k—1 k—1
§+1n222m—20*

m=1 m=1

1
= 3+ In2(2% — 2) — O(k)
In2-n—0O(logn).00
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Hilfssatz 46

— O(logn). (66)

M
-
:
]
;
| S—
Il

i+1
i=1 2

Beweis: Fallunterscheidung: Ist ¢ gerade so ist:

Ist ¢ ungerade, so gilt:

Damit existieren (n — 1) + 1 = n Summanden 1 und fiir den Minuend ergibt

sich:
[n/2]

1
> 57 < Hn € Ollogn),

i=1

wobei H,, die n-te Partialsumme der harmonischen Reihe beschreibt.O

ist unter der Modellannahme (M ) durch nlogn — 0.1715n + ()(logn) nach oben
beschrdnkt.

Beweis: Die mittlere Anzahl von Einsparungen an Vergleichen ist:
- 4

E» (1-7)] = Z(?“g“]”—1—“5”)'3(”1)

i=1

n 210gz 1) n LH‘lJ

Z: i+1 7_2 1

> =(In2-n—-0(logn)) — ; (n — O(logn))

4 2
“m2-Z)n-o0q
gn 3>n O(logn)

~ 0.2575n — O(logn).

=~ o::l»-lk

Il
W

Die maximale Anzahl von Schliisselvergleichen ist durch nlog n+0.086013n nach
oben beschrankt. O

Die nur unter Modellannahmen bewiesene Grenze fiir den average-case von
WEAK HEAPSORT wird in Experimenten noch weit unterboten:

Vermutung 2 Sei d(n) so gewdhlt, daff nlogn + d(n) die erwartete Anzahl
von Vergleichen fir WEAK-HEAPSORT ist. Dann ist d(n) € [—0.47,—0.42].
Weiterhin ist d(n) klein fir n =~ 2% und grof§ fir n ~ 1.4 - 2*.
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Beleg: Die Vermutung liaft sich durch Experimente bekriftigen. Dabei wer-
den die Ergebnisse in Tabelle 5 so dargestellt, daf} sie sich gut mit denen von
BOTTOM UP HEAPSORT (Wegener (1993)) vergleichen lassen:

n 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000

degp(n) || -0.462 | -0.456 | -0.437 | -0.456 | -0.445 | -0.429 | -0.436 | -0.458

n 9000 | 10000 | 11000 | 12000 | 13000 | 14000 | 15000 | 16000

degp(n) || -0.448 | -0.437 | -0.432 | -0.430 | -0.436 | -0.443 | -0.449 | -0.458

n || 17000 | 18000 | 19000 | 20000 | 21000 | 22000 | 23000 | 24000

degp(n) || -0.458 | -0.449 | -0.443 | -0.437 | -0.433 | -0.431 | -0.436 | -0.427

n || 25000 | 26000 | 27000 | 28000 | 29000 | 30000
degzp(n) || -0.431 | -0.437 | -0.436 | -0.440 | -0.440 | -0.447

Tabelle 5: Empirische Bestimmung des average-cases von WEAK HEAPSORT.

Hierbei war es nahezu unerheblich, ob ein Experiment durchgefiithrt worden
ist, oder iiber 20 Versuche gemittelt wurde. Dies begriindet sich dadurch, dafl
die Varianz der Vergleichsanzahl von WEAK-HEAPSORT sehr klein ist: Fiir
n=30000 befand sich der best-case von 20 durchgefiihrten Versuchen bei 432657
und der worst-case bei 432816.

WEAK-HEAPSORT bendtigt somit im Mittel ca. 0.81n weniger Schliisselver-
gleiche als BOTTOM-UP-HEAPSORT (vergl. Vermutung 1) und ca. 0.45n we-
niger als MDR-HEAPSORT (vergl. Wegener (1992)).

11.3 Riickwirtige Generierung aller Weak-Heaps

Ich bin ein Teil von allen, denen ich begegnet bin.

Alfred Lord Tennyson

Die Ergebnisse der Riickwirtsanalyse ermoglichen, den Konfigurationenbaum
riickwértig aufzubauen.

Die Prozedur S berechnet rekursiv alle méglichen Paarfolgen (z[i], r[i]), i €
{0,...,n — 1}, die mogliche Eingaben fiir die im Kapitel 8 beschriebene
MergeForestUp Prozedur bzw. die anschliefende Belegung der Reversebits
darstellen.

Genauer betrachtet bezeichnet z[i] nicht den Index des Elementes, das mittels
MergeForestUp an die Wurzel getragen wird, sondern den Schliissel an der be-
treffenden Stelle. Die Verdnderungen von MergeForestUp sind jedoch einfach
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durch das Andern des formalen Parameters und der Zuhilfenahme einer Such-
prozedur Find zu verwirklichen. Diese Prozedur ermittelt, ob ein Element sich
in einem angegebenen Teilbaum enthalten ist. Dies fiihrt zur folgenden Prozedur
MergeForestUp* :

PROCEDURE MergeForestUp*(al[j])
x =1
WHILE (a[j] <> a[0]) DO
IF Find(al[j],rT(x)) OR (alj] = alx]) THEN
SWAP (a[0],alx])
REVERSE[x] = 1 - Reversel[x]
FI
x = 2x + Reversel[x];
0D
END MergeForestUp*.

Ist zum Beispiel n = 4, so ist eine der durch S gebildetet Paarfolgen
((0,1),(1,1),(0,2),(1,4)). Es gibt insgesamt n!2" viele Paarfolgen. Die Prozedur
S gestaltet sich nun wie folgt:

PROCEDURE S (i)
IF i = 0 THEN

al0] =1 { Ein Weak-Heap }
Reverse[0] = O { der Groesse 1 }

FOR j =1 T0O n DO al[j] =0 { wird initialisjert }
FOR j = 1 TO n DO Reverse[j] = 0

FLAG = TRUE { %3}

1 =1 { Schleifenvariable }

WHILE (1 <= n) AND FLAG DO
FLAG = Generate(l,r[1-1],z[1-1])

Inc(1l)
0D
ELSE
FOR j = 1 TO n-i+1 DO BEGIN
z[n-i] = j
r[n-i] = 0
S(i-1)
r[n-i] =1
S(i-1)
END
END S.

Die aufgerufene Prozedur Generate(l,z[l — 1],7[l — 1]), I € {1,...,n}, priift,
ob die Eingabe legal ist, d.h. ob der iibergebene z—Wert nicht grofler als s; =
a[Gprarent(l)] ist. Dies ist gleichzeitig der Riickgabewert der Funktion, um
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einen rechtzeitigen Abbruch zu ermdglichen. Somit werden von den n!2” vie-
len potentiellen Weak-Heaps die n! zuldssigen ermittelt. Desweiteren werden
die additiven Vertauschungen und Reversebitbelegungen vorgenommen, um den
Riickwértsschritt zu MergeForestUp*(k = z[l — 1]) zu komplettieren.

PROCEDURE Generate(1,k,Rev) :BOOLEAN
IF k <= al[Gparent(1)] THEN

Reverse[l] = Rev { *x }
al[l] = 1+1
MergeForestUpx (k)

Swap (a[0],a[1])
Generate = TRUE
ELSE
Generate = FALSE
FI
END Generate.

Nun ist es von Interesse, bei einer vorgegebenen Kette von Féllen (I) und (II),
die Anzahl der unter dieser Vorgabe erzeugbaren Weak-Heaps mit einer Zihlva-
riable count zu ermitteln. Dazu sei Fall(I) mit FALSE und Fall(II) mit TRUE
gekennzeichnet. Weiterhin sei Kette ein Array Boole’scher Variablen, mit der
Eigenschaft, da8 Ketteli], i € {1,...,n}, den vorliegenden Fall im i-ten Schritt
der Riickwirtsanalyse beschreibt. Es kann nur im n-ten Schritt gezdhlt werden,
wenn sowohl alle Weak-Heaps auf dem Weg zuléissig waren, als auch die entspre-
chenden Fille aufgetreten sind. Die erste Bedingung wird mit Hilfe von einem
Array Boole’scher Variablen link realisiert, welches initial FALSE (Stelle (*)) ist
und beim Erreichen letzten Schrittes TRUE wird. Die Prozedur Check(l) iiber-
nimmt den Priif- und Z&hlvorgang und wird an der Stelle (**) in den Quellcode
eingefiigt:

PROCEDURE Check(1)
FOR k = 1 TO n-1 DO
IF (1 = k) AND (Fall(l,Position(k))=Kette[1l])
AND (1ink[k-1]=TRUE) THEN link[k] = TRUE
0D
IF (1 = n) AND (Fall(l,Position(k))=Kettell])
AND (1link[n-1]=TRUE) THEN inc(count)
END Check.

Dabei ermittelt Position(k) den Index des Wertes k und Fall(l, Position(k))
den auftretenden Fall. Diese Prozedur wurde im vorangegangenen Abschnitt
beschrieben.

Es lassen sich somit die Verteilungen der Weak-Heaps fiir feste Fallfolgen ermit-
teln. Fafit man diese Ergebnisse nach der Hiufigkeit der auftretenden Fille zu-
sammen, so ergibt sich die gleiche Verteilung, die sich auch durch die Vorwérts-
betrachtung der Vergleichsanzahlen ergibt.
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Beispiel 14 Sein = 6. Es gibt 144 Weak-Heaps, in denen jedesmal der ungiinsti-
ge Fall(1l) vorliegt. Desgleichen gibt es 408 Weak-Heaps, bei denen der giinstige
Fall(I) genau einmal vorliegt und 168 Weak-Heaps wo selbiger zweimal vorliegt.

Dieses Verhalten war zu erwarten, belegt dennoch die Korrektheit des gewéhlten
Ansatzes.

12 Eine Datenstruktur fiir diverse Operationen

Die Erfindung des Problems ist wichtiger als die Erfindung
der Lisung.

Walther Rathenau

12.1 Das MIN-MAX Problem

Ich jage nie zwei Hasen auf einmal.

Otto vonBismark

Die Bestimmung des maximalen Elementes von n Objekten benttigt notwendi-
gerweise n — 1 Vergleiche, da kein zusammenhéngender Graph auf n Punkten
mit n — 2 Kanten existiert. Falls eine Kante (u,v) jeweils einem Vergleich zweier
Objekte w und v entspricht, so kann nicht entschieden werden, in welcher Zu-
sammenhangskomponente das maximale Element liegt. Die Generierungsphase
des WEAK-HEAPSORT-Algorithmus liefert das maximale Element demnach
in optimalen n — 1 Schritten. Dabei fillt die gesamte Weak-Heap-Datenstruktur
nahezu als Abfallprodukt ab.

Der Zugewinn an Struktur kann auch in der optimalen Losung eines weiteren
Problemes erldutert werden.

Definition 11 Seien ay,...,a, paarweise verschiedene Werte. Das MIN-MAX
Problem fragt nach der gleichzeitigen Berechnung des Minimums und des Ma-
rimums dieser Werte.

Satz 42 Es sind mindestens n+ [n/2] — 2 Vergleiche notwendig, um das MIN-
MAX-Problem zu ldsen.

Beweis: (Wegener (1991)'%) Sei ein korrektes Verfahren V zur Lésung des MIN-
MAX-Problems gegeben. Seien Syrrn (bzw. Sarax) die Mengen derjenigen Ele-
mente, die in einem Zustand von V sicher grofler (kleiner) sind als das Minimum

15Ebd. wird der Beweis in der Sprache der Tuniere gefiihrt
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(Maximum) aller. Initial ist S =| Sprn | + | Smax |= 0 und zum Ende von V
ist S = 2n — 2. Bezeichne mit
n a—b
2

die Vergleichsoperation zweier Werte a, b. Eine Anwendung von comp(a, b) kann
die Mengen Sy/ry und Sprax vergroflern. Fiir S ergibt sich ein Summand von

a+b
2

comp(a,b) = (min{a, b}, max{a,b}) = <

a—>bl a+b
2 2

e 0 (ungiinstig) oder 2 (giinstig), falls (a,b) € Syrn X Smwax U Spax X
SMmIN,

e 2 falls a,b §§ SminUSyax,
e 1, falls (a,b) € Surn X SyrvnUSyax X Svax,
e 1 (ungiinstig) oder 2 (giinstig), sonst.

Der zweite Fall kann maximal |n/2| mal auftreten. Daher ist die Anzahl der
Vergleiche im ungiinstigen Fall mindestens:

2|n/2| +1(2n -2 — [n/2]) = n + [n/2] — 2.0 (67)

Mit der Hilfe von in n — 1-Vergleichen generierten Max-Weak-Heaps 1483t sich
diese untere Schranke leicht erreichen. Das Maximum liegt an der Wurzel an. In
weiteren [n/2] — 1 Vergleichen kann das sich auf dem letzten Level befindliche
Minimum gefunden werden:

Es liegt fiir gerades n an den Positionen |[(n —1)/2] + 1 bis n und fiir ungerades
n an den Positionen |(n — 1)/2| bis n, d.h in beiden Fillen an den Positionen
[n/2] bis n. Dieses sind n—1—|n/2|+1 = [n/2] viele Positionen. Somit werden
[n/2] — 1 Vergleiche benotigt.

Mit exakt der gleichen somit optimalen Vergleichsanzahl zuséitzlich ein Min-
Weak-Heap gebildet werden:

Satz 43 Inn + [n/2] — 2 Vergleichen kann ein Max- Weak-Heap und ein Min-
Weak-Heap gleichzeitig generiert werden.

Beweis: (Dutton (1992)) Sei ein Max-Weak-Heap in n—1 Schritten erzeugt. Die
Idee ist, die an den Blittern i,i € {|(n—1)/2] +1,...,n}, anliegenden Schliissel
im Aufbau des Min-Weak-Heaps nicht mit Gparent(i) zu vergleichen, sondern
nur zu vertauschen, da gesichert ist, dal deren Wert grofler ist. Von dem Index
[(n — 1)/2| ausgehend wird der Min-Weak-Heap analog zum Max-Weak-Heap
unter der Anderung der Ungleichung in der Merge-Prozedur aufgebaut.

PROCEDURE MaxToMin
FOR i = n-1 DOWNTO (n-1) div 2 + 1 DO
Swap (Gparent (i) ,1)
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0D
FOR i = (n-1) DIV 2 DOWNTO 1 DO
MinMerge (Gparent (i) ,1)
0D
END MaxToMin.

Da |(n —1)/2] = [n/2] — 1 benétigt der Algorithmus die optimale Anzahl von
n+ [n/2] — 2 Vergleichen, um einen Min-Weak-Heap als auch einen Max-Weak-
Heap 7u generieren. O

12.2 Konvertierung eines Heaps

Nur der Wechsel ist wohltitig. Unaufhdrliches Tageslicht
ermiidet.

Wilhelm von Humboldt

Weak-Heaps wurden eingefiihrt, da sich die Heap-Bedingung als zu stark erwies,
um in der Auswahlphase schnell genug wieder hergestellt werden zu kénnen. Die
schwichere Struktur Weak-Heaps 143t sich auch dadurch erkennen, daf} sich ein
Heap ohne zusétzliche Vergleiche direkt In-Situ in einen Weak-Heap umwandeln
1a83t.

Definition 12 S, = { rchild(z) } U {y | y ist von rchild(z) nur iiber rechte
Kinder erreichbar }.

Satz 44 Seia[l],...,a[n] ein (eingebetteter) Heap auf den Elementen aus einer
geordneten Menge S. Sei k = [logn] und n = (by, ...bg)2. Die Zuweisungen.:

1. a[0] = a[1],

2. Reverseli]| =0,i€{0,...,n— 1},

3. |z ]l = allz= 11 i € {2, k),

4. Reverse[| st |] =1 — (|57 ] mod2) =1 — by, i € {1,...,k}
transformieren den Heap in einen Weak-Heap der Grifie n.
Beweis: Es sind (W 1) bis (W3) der Definition eines Weak-Heaps zu zeigen.

zu (W1) Da Reverse[0] = 0 ist, hat die Wurzel keinen linken Teilbaum. An
der Stelle 0 steht das maximale Element.

zu (W2) Der spezielle Pfad SPy = {| 3] | i € {1,...,k}} beschreibt im Heap
den Weg von dem Index n zuriick zum Index 1. Weiterhin gilt (+ steht
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fiir mod, r fiir Reverse):
n <+ 2 = b = n = 2lgt]+bo = 25| +1-r[2[5]]
lsr]+2 = b = |F] = 2F/+bh = 20F]+1-r2F]]
= = C = =
lsitz] =2 = b = |s=] = 2|g&xl+bo = 2-1+1-r[1].

Damit wird jedoch der Pfad S, (riickwiirts gelesen) beschrieben, wobei
beachtet werden muf}, daf$ nicht der Index n sondern |3 ] sich als dessen
letztes Element ergibt.

Sei z; = | =], i € {2,...,k}. Fiir den Wert by _; ergeben sich zwei Fille:

br—;=1: Es ist z; in dem Heap rechtes Kind von |(z;/2)| und es ergibt
sich ein in Abb. 28 dargestelltes Bild.

zdiv 2 zdiv 2

Abbildung 28: Erster Fall bei der Umformung eines Heaps in einen Weak-Heap.

Im Heap galt fiir alle y € To U T3, da8 > afy] ist, somit gilt in dem
Weak-Heap fiir alle y € 7T'([(2:/2)]) : a[[(z:/2)]] > aly].

br—;=0: Esist z; in dem Heap linkes Kind von [(z;/2)| und es ergibt sich
ein in Abb. 29 dargestelltes Bild.
Da das Reversebit an der Stelle [(z;/2)] gesetzt wird, iibertrigt sich
die Argumentation von dem Fall bj,_; = 1.

Fiir Elemente z ¢ SPpy gilt fiir alle y € rT(x) : alz] > aly], da die
Transformation keine Verdnderung des durch z beschriebenen Teilbaumes
bewirkt.

zu (W3) Der Weg SPy endet an einem Blatt maximaler Tiefe. Damit bleibt

die Tiefendifferenz auch nach der Ungiiltigkeit vom Index n fiir Knoten
mit weniger als 2 Kindern exklusive der Wurzel maximal 1. Weder die
Vertauschung von Werten noch die Belegung der Reversebits zerstoren
diese Invarianz. O
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Abbildung 29: Zweiter Fall bei der Umformung eines Heaps in einen Weak-Heap.

Beispiel 15 Sei n = 10, d.h. n = (1 0 1 0)2. Die im Satz 44 beschriebene
Transformation wird durch folgende Abbildung veranschaulicht:

Abbildung 30: Beispiel der Umformung eines Heaps in einen Weak Heap.

12.3 Der Weak-Heap als Priority Queue

Das Gute ist zweimal so gut, wenn es kurz ist.

Baltasar Gracian
Handorakel der Weltklugheit

Priority Queues tauchen als Datenstruktur in der Losung von vielerlei Proble-
men der Infomatik auf, z.B. im Algorithmus von Dijkstra zur Berechnung der
kiirzesten Wege in einem kantenbewerteten Graphen.

Definition 13 Sei S eine geordnete Menge. Fin Datenstruktur, die das FEinfiigen
eines Elementes v € S (Insert(v)) und das Entfernen des mazimalen Wertes
(DeleteMax:) ermdglicht, heifst Priority Queue.

Heaps eignen sich gut fiir den Einsatz als Priority Queue, da beide Operationen
in logarithmisch vielen Schritten durchfiihrbar sind.
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Es soll untersucht werden, ob sich Insert und Delete M ax mit Hilfe von Weak-
Heaps auch effizient realisieren lassen.

Die Idee des Einfiigens (Dutton (1992)'%) besteht darin, von einer freien Stelle
auf dem untersten Level (hier: Index n) solange Merge(Gparent(i), i) aufzuru-
fen, bis die Bedingung in der Merge-Prozedur erfiillt oder die Wurzel erreicht
ist.

PROCEDURE Insert(v)
X =n
WHILE x <> 0 DO
IF a[Gparent(x)] < al[x] THEN
Swap (a[Gparent (x)],al[x])

Reverse[x] = 1 - Reverse[x]
x = Gparent (x)
ELSE
FI
0D
END Insert.

Hilfssatz 33 belegt, daf} ein Abbruch an der Stelle, wo a[Gparent(z)] > a[z] gilt,
die Bedingung (W1) sichert. Bis zu diesem Zeitpunkt werden nur
Merge(Gparent(z), z)-Operationen durchgefiihrt. Somit sichert Satz 2 wie schon
in der Generierungsphase, daf§ die so entstehenden Datenstruktur ein Weak-
Heap ist.

Es soll die Liange des grofielterlichen Weges vom Index n zur Wurzel als obere
Grenze fiir die Anzahl an Operationen der Insert analysiert werden:

Definition 14 Der groffelterliche Pfad wird rekursiv wie folgt festgelegt:
GEP’I‘ = {T} U GEPGparent(z)-

Je nach Belegung der Reversebits kann n an einer unbestimmten Position auf
dem letzten Level liegen.

Hilfssatz 47 Die mazimale Linge des Weges GEP,, ist [log(n + 1)].

Beweis: Ein Weak-Heap mit n + 1 Elementen besitzt den gréfiten Index n.
Demnach ist die Tiefe gleich [log(n +1)]. Falls immer Gparent(z) = Parent(x)
gilt, sprich wenn z immer rechtes Kind von Parent(z) ist, dann wird somit
[log(n + 1)] mal auf Gparent(z) verwiesen, bis der Index 0 erreicht ist. O

Damit ist das Einfiigen in einen Weak-Heap in O(logn) Schritten gewihrleistet.

Hilfssatz 48 Sein = 2% und fiir alle i € {0,...,n — 1} sei Prob(Reverse[i] =
0) = 1/2. Die durchschnittliche Linge von GEP, betrigt k/2 + 1.

16Hier muf (!) Gparent mit dem Pridikat odd(j) = Reverse(j DIV 2) implementiert sein.
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Beweis: Da die Belegung der Reversebits unabhéngig vom gewéhlten Index ist,
sind die Positionen auf dem letzten Level fiir n gleichwahrscheinlich. Die Summe
der Lingen (SL(n)) von den Pfaden GEP, iiber alle moglichen Positionen fiir
n geniigt folgender Rekursionsgleichung (vergl. Abb 7):

SL(1) = 1, (68)
SL(n) = 2SL(n/2)+n/2. (69)

Durch Induktion verifiziert man leicht die geschlossene Form SL(n) = nk/2+n.
Damit betrigt die erwartete Linge von GEP,, = SL(n)/n =k/2+ 1.0

Die Prozedur Delete M ax entspricht einem Schritt der Auswahlphase des WEAK-
HEAPSORT-Algorithmus.

PROCEDURE DeleteMax
x = al[0]
MergeForest* (n)
return(x)

END DeleteMax.

Der Beleg iiber die Korrektheit dieses Vorgehens iibertrégt sich somit. Die Be-
trachtungen iiber die Verbesserungen des Algorithmus legten offen, dafl im Falle
a (vergl. Abb 8) ein Vergleich eingespart werden kann:

Falls das letzte Element des speziellen Weges den Index m ungleich n hat, so wird
es an dessen Stelle als Vergleichselement, fiir die Merge Prozedur verwendet.
Somit sind fiir jedes Delete M ax exakt [log(n + 1)] — 1 wesentliche Vergleiche
notwendig.

13 Die Sortieralgorithmen in der Praxis

Einmal selbst sehen ist mehr wert als hundert Neuigkeiten
hdren.

Japanisches Sprichwort

Die Schliisselvergleichsanzahl ist ein, wenn nicht sogar das ausschlaggebende
Kriterium fiir das Laufzeitverhalten eines allgemeinen Sortierverfahrens. Die
Tauschoperationen von Schliisseln lassen sich, wie schon im Vorwort beschrie-
ben, durch den Tausch der auf die entsprechenden Schliissel verweisenden Zei-
ger simulieren. Dadurch wird zusétzlicher Speicher linearer Grofie verbraucht,
so dafl haufig auf diese Option verzichtet wird. Damit erscheint in diesem Fall
eine gleichberechtigte Bewertung von Vertauschungen und Vergleichen fairer.

Weiterhin wurde erarbeitet, dafl sich SHELLSORT, QUICKSORT, CLEVER--
QUICKSORT, BOTTOM-UP- bzw. MDR-HEAPSORT und WEAK-HEAP-
SORT in der Anzahl der benétigten Vergleiche im Mittel nicht allzu stark un-
terscheiden, so daf es fraglich bleibt, inwieweit sich unwesentliche Operationen
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(Zuweisungen von Zeigern, rekursive Funktionsaufrufe, Vergleiche und Zuwei-
sungen von Indizes, etc.) auf das Laufzeitverhalten der Algorithmen auswirken.
Um diesen Beobachtungen und Fragen Rechnung zu tragen, werden zwei Wege
beschritten.

Auf der einen Seite werden die Algorithmen einem Wettkampf gleich gem&f ge-
gebener Gewichtung fiir Schliisselvergleiche, Schliisselvertauschungen und Funk-
tionsaufrufen aktiv miteinander verglichen.

5

) Al

=
=
=
=

N L

NSNS

Abbildung 31: Das Info Fenster und das Fenster fiir die Parameterisierung des
Programms Sorting in Action.

Dazu wurde das Programm Sorting in Action, das von von Julie Zelenski fiir das
NEXTSTEP-Betriebssystem geschrieben wurde, um die entsprechenden, oben
angegebenen Algorithmen erweitert (vergl. Abb. 31).

Der Sortiervorgang kann nach Festlegung der Gewichte (sogenannten Ticks), der
Eingabegrofie n, den Grad der Vorsortiertheit und der Ausfithrungsgeschwindig-
keit am Bildschirm verfolgt werden. Dabei werden die Verfahren beziiglich der
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verbrauchten Ticks synchronisiert.

Es werden SHELLSORT, CLEVER-QUICKSORT, BOTTOM-UP- und MDR-
HEAPSORT zur Herausforderung von WEAK-HEAPSORT herangezogen.
Abbildung 32 zeigt, von rechts oben nach links unten betrachtet, die Bildschir-
minhalte zum Beginn des Sortiervorganges, nach der Aufbauphase von WEAK-
HEAPSORT, ca. in der Mitte der Auswahlphase und zum Ende des Sortiervor-
ganges. Dabei ist ein Vergleich mit 20 Ticks, eine Zuweisung und ein rekursiver
Funktionsaufruf jeweils mit einem Tick bewertet.

Zu der Implementierung der konkurierenden Algorithmen ist folgendes anzu-
merken:

Alle Algorithmen sind als compare-exchange Algorithmen verwirklicht, d.h. die
Ordnung der Elemente wird allein durch Schliisselvergleiche bestimmt und allein
durch Schliisselvertauschungen veréndert.

Unter dieser Zusatzvoraussetzung werden die auf zyklische Shift Operationen
basierenden Algorithmen BOTTOM-UP-HEAPSORT als auch MDR-HEAP-
SORT allerdings ungerecht bewertet. Um k Elemente zyklisch zu bewegen, géibe
es 50 3(k — 1) Zuweisungen fiir die k — 1 Tauschoperationen statt der tatsdchlich
nur notwendigen k + 1 Zuweisungen. Zum Ausgleich dieser Unfairnis kann man
die erhaltene Vertauschungszahl letztendlich noch durch 3 dividieren und einen
Wert von 2/3(n+ [n/2]| —2) hinzufiigen (n+ [n/2] —2 ReHeaps (vergl. Satz 24)
mit jeweils einer Abweichung von ca. 2/3 durch die Addition bzw Subtraktion
von 1). Soll sich die Neubewertung der Vertauschungsanzahl fiir BOTTOM-UP-
HEAPSORT und MDR-HEAPSORT auf die Synchronisation der Algorithmen
auswirken, so ist es notwendig, die Prozeduren Interchange um einen entspre-
chenden Ausgleich zu erweitern.

Zu den beiden HEAPSORT-Varianten ist auflerdem anzumerken, dafl der Pfad,
der sich durch LeafSearch ergibt, mitverwaltet wird.

SHELLSORT benutzt die den worst-case von O(n?/?) garantierende riickwirtig
zu betrachtende Abstandsfolge hy = 3hj_1 + 1 mit dem Startwert hg = 1 unter
dem Hinweis auf Sedgewick (1985).

CLEVER-QUICKSORT ist entsprechend der Beschreibung von Sedgewick(1977)
implementiert. An das Ende der Rekursion, d.h. wenn weniger als drei Elemente
zu vergleichen sind, steht ein effizienter Sortieralgorithmus (3 SORT) fiir drei
Elemente (vergl. Wegener (1995)). Die durch die Auswahl des gesuchten Pivot-
elemente benotigten Vergleiche werden wihrend der Partitionierung nicht mehr
mit dem Pivotelement verglichen.
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] Sorting in Action! = Sorting in Action!
Generating data ] 0 Elapsed Toks Sorting, Y 9 9 5 1 Eapsed Ticks
Shellsort Shellsort

Clever Guicksort (Median of 3) Clever Guicksart (Median of 3)

-Up Heapsort EBottom-Up Heapsort

Heapsort MWDR Heapsort

Heapsort Weak Heapsart

Sorting in Action!

ol o
Sorting.. L3 5 7854 Elapsed Tioks mﬂm Sorting.. Done A 1 1 8057 Elapsed Ticks

Shellsort Shellsort

Sorting in Action!

Tatal Ticks Compares Moves. Function Calls

118057 5729 3476 1

Clever Quicksort {Median of 3) Clever Quicksort (Median of 3)

Tatal Ticks Compares Mougs. Function Calls
89813 4360 2300 313
Bottom-Up Heapsort Eotiom-Lp Heapsort

Total Ticks Compares hioyes. Function Calls
101759 4687 8018 1

MDR Heapsort WDR Heapsart
Total Ticks Compares hioyes. Function Calls
98512 4525 8018 1

Weak Heapsort Weak Heapsort
Total Ticks Compares hioyes. Function Calls
88757 4247 3816 1

O

Abbildung 32: Die Sortierverfahren im Vergleich.
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Das im Quelltext angegebene Nutzungs und Kopierrecht sei an dieser Stelle
zitiert:

Author: Julie Zelenski, NeXT Developer Support

You may freely copy, distribute and reuse the code in this example.
NeXT disclaims any warranty of any kind, expressed or implied, as
to its fitness for any particular use.

Demnach wird das Programm fiir den interessierten Leser bzw. die interessier-
te Leserin auf dem World Wide Web , kurz WWW Server des Lehrstuhles
Informatik 2 an der Universitédt Dortmund zur Verfiigung gestellt:

http:/ /1s2-www.informatik.uni-dortmund.de
(Verweis auf Diplomarbeiten folgen !)

Unter der obigen Adresse ist auch das Postscript—file dieser Diplomarbeit zu
finden.

Es 148t sich feststellen, da} WEAK-HEAPSORT mehr Zuweisungen benétigt
als die iibrigen Algorithmen.

Ist die Bewertung fiir einen Vergleich wie hier jedoch grofl gegeniiber der einer
Zuweisung, wird der Vorsprung, der sich gegeniiber BOTTOM-UP-HEAPSORT
und MDR-HEAPSORT aus der duflerst schnellen Aufbauphase ergibt, sozusagen
bis iiber die Ziellinie getragen.

Auch SHELLSORT als auch CLEVER-QUICKSORT miissen sich bei einer solch
hohen Bewertung der Vergleichsoperation geschlagen geben.

SHELLSORT wird umso stérker je gréfler der Prozentsatz der Vorsortierung
gewihlt wird, CLEVER-QUICKSORT entsprechend schlechter.

Die HEAPSORT-Varianten erweisen sich gegeniiber diesem Parameter aber eher
robust.

Nun zum zweiten Weg, der beschritten worden ist:

Um quantitative Aussagen auch fiir grofle Eingabeldngen n zu machen, wurden
die Algorithmen unabhingig von dem Programm Sorting in Action auf einer
SUN SPARC—Workstation 4 implementiert und getestet.

Dabei sind die Algorithmen nun nicht mehr compare-exchange, d.h. die zy-
klischen Zuweisungen von BOTTOM-UP-HEAPSORT und MDR-HEAPSORT
werden explizit aufgerufen und gezéhlt. Genauso konnte die Anzahl der Zuwei-
sungen fiir das in CLEVER-QUICKSORT aufgerufene 3 SORT gesenkt werden.
SHELLSORT ist durch den fiir diese Eingabeldngen stirkeren QUICKSORT
Algorithmus ersetzt worden. Auch bei QUICKSORT wird das Pivotelement
nicht mit sich selber verglichen.

In den Tabellen 6 und 7 werden die Anzahlen von Zuweisungen und Vergleichen
der einzelnen Sortieralgorithmen gegeniibergestellt. Dabei steigt die Eingabe-
gréfe n in Zehntausenderschritten bis 100000 und es werden die iiber jeweils 20
Versuche gemittelt Werte angegeben.
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n 10000 20000 30000 40000 50000

QS 114553 | 242454 | 376336 | 513309 | 654467
cQs 101574 | 217377 | 338523 | 463960 | 592687
BUH 174188 | 368389 | 569933 | 776748 | 987426
MDR 174188 | 368389 | 569933 | 776748 | 987426
WHS 205735 | 441324 | 688833 | 943430 | 1202796

n 60000 70000 80000 90000 | 100000

QS 795508 | 940302 | 1084729 | 1229433 | 1376276
cQs 721497 | 853241 | 983936 | 1119964 | 1253806
BUH || 1199828 | 1414884 | 1633633 | 1853744 | 2074946
MDR || 1199828 | 1414884 | 1633633 | 1853744 | 2074946
WHS || 1467296 | 1735408 | 2005297 | 2279365 | 2555401

Tabelle 6: Die Anzahl von Zuweisungen fiir grofie Eingabeldngen n.

Wiederum benétigt WEAK-HEAPSORT mehr Zuweisungen als die {ibrigen Al-
gorithmen. Die Anzahl der Zuweisungen liegt um einen fallenden Faktor aus dem
Intervall [1.601,1.579] iiber der Anzahl der Vergleiche. Er scheint sich bei wei-
ter steigenden n der Grenze 1.5 immer weiter anzundhern. Dies wére der im
Idealfall zu erwartende Wert, da dann jeder zweite in einer Merge—QOperation
durchgefiihrte Vergleich einen Tausch der Elemente und Teilbdume bewirken
wiirde.

Von Interesse ist es, wie schwer ein Vergleich gegeniiber einer Zuweisung ge-
wichtet werden muf}, um die beiden QUICKSORT- als auch die beiden HEAP-
SORT—Varianten zu iibertrumpfen.

Seien W H Sy (n) und WHSz(n) die Anzahl der Vergleiche bzw. Zuweisungen fiir
WEAK-HEAPSORT und ASy (n) bzw. ASz(n) die eines anderen Sortierverfah-
rens, dann ergibt der Quotient (ASy;(n) — WHSy(n))/(WHSy(n) — ASy(n))
das gesuchte Vielfache der Gewichte. Fiir QUICKSORT liegt dieser Wert fiir
die Tabellen 6 und 7 im Intervall [1.845,2.073], fiir CLEVER-QUICKSORT
im Intervall [6.072,7.007], fiir BOTTOM UP HEAPSORT [4.453,5.867] und fiir
MDR HEAPSORT im Intervall [6.021,9.152]. Fiir die ersten beiden Algorith-
men ist die Tendenz eher stagnierend, fiir die zweiten beiden eher steigend.
Die verbrauchte CPU-Zeit der angesprochenen, auf der SPARC 4—Workstation
implementierten Algorithmen soll im folgenden als Mafistab der Effizienz be-
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n 10000 20000 30000 40000 50000

QS 176769 | 384709 | 597237 | 813263 | 1027706
cQs 144434 | 313011 | 489103 | 668206 | 845909
BUH 136666 | 293334 | 457233 | 626707 | 799787
MDR 133719 | 287475 | 448471 | 614923 | 785066
WHS 128480 | 276956 | 432789 | 593930 | 758842

n 60000 70000 80000 90000 | 100000

QS || 1256810 | 1478399 | 1721488 | 1965730 | 2215907
CQS || 1040935 | 1229685 | 1436067 | 1619636 | 1828910
BUH 974494 | 1152002 | 1333304 | 1515973 | 1699627
MDR 956929 | 1131527 | 1309807 | 1489559 | 1670239
WHS 925569 | 1094977 | 1267871 | 1442239 | 1617747

Tabelle 7: Die Anzahl von Vergleichen fiir grofie n.

trachtet werden. Da viele Faktoren wie geschickte Implementierung, effiziente
Codegenerierung und evtl. Auslagerung von Hauptspeicherinhalten (sogenann-
tes swappen) einen starken Einflufl auf die Gesamtlaufzeit haben, sind die Re-
sultate jedoch mit gewisser Vorsicht zu genieflen. Zum Beispiel sind alle nicht
rekursiven Funktionen fiir den C-Compiler (gcc) als inline deklariert, so daf} sich
diese Aufrufe nicht negativ bemerkbar machen. Aufierdem ist der erzeugte Code
nach Moglichkeit optimiert (Option 02).

Die betrachteten Schliissel sind auf der einen Seite als zuféllig erzeugte natiirli-
che Zahlen (unsigned longs) festgelegt, wobei WEAK-HEAPSORT das Vorzei-
chenbit als Reversebit verwendet. Auf der anderen Seite stellen die Schliissel
Zeichenketten der Lange 80 dar. Hier sind die Tauschoperationen durch Vertau-
schung der auf Schliissel verweisende Zeiger verwirklicht. Die Vergleichsopera-
tion durchsucht die gesamte Zeichenkette unabhéngig von dem vielleicht schon
ermittelten Vergleichsergebnis.

Dabei steigt die Eingabegrofie n wieder in Zehntausenderschritten bis 100000
und es werden die {iber jeweils 20 Versuche gemittelten Werte angegeben.
Abbildung 33 stellt die ermittelten Ergebnisse graphisch dar.

Gemessen an der CPU-Zeit schligt WEAK-HEAPSORT sowohl BOTTOM—
UP-HEAPSORT als auch MDR-HEAPSORT miihelos. Dieses Phinomen 158t
sich dadurch begriinden, dafl die MergeForest Prozedur wesentlich schlan-
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ker ist als die korrespondierende ReHeap Prozedur. Auflerdem ist die Generie-
rungsphase durch die n — 1 Merge Aufrufe gegeniiber den ReHeap Aufrufen
bedeutend verkiirzt.

Fiir QUICKSORT und CLEVER-QUICKSORT spricht die schon hiufig erwéhn-
te kompakte innere Schleife (Sedgewick (1977)), so werden sie von WEAK-
HEAPSORT trotz langer Zeichenketten und groflen n’s schwerlich geschlagen.
Dennoch, fiir recht komplexe Schliissel oder vorsortierten Feldern ist WEAK-
HEAPSORT diesen Algorithmen vorzuziehen.

Zusammenfassend 143t sich festhalten, dal WEAK-HEAPSORT ein auch fiir
die Praxis sehr zu empfehlendes Sortierverfahren ist.
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Abbildung 33: CPU-Zeiten fiir grofle n: Zahlen und Zeichenketten.
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A Eulers Summationsformel
Wer nichts weif$, muf$ alles glauben.

Marie von Ebner-Eschenbach

Da die Eulersche Summationsformel sowohl die Konstantenberechnung von v =
limy—oo(H, — Inn) als auch die Approximation von n! ermdglicht, wird dieser
allgemeine Ansatz vorgestellt.

Definition 15 Die Bernoullischen Zahlen B,, n > 0, sind rekursiv festgelegt:
Bg =1 und

m

(73 Yoo

j=0
Die Bernoullischen Polynome werden beschrieben durch:

m

Bu(z)=Y" (7:) Brz™*. (71)

k=0

Eine Entdeckung von Jakob Bernoulli war die Formel
— o (m4+1
— B m+17k.
2_: m+1 4 ( k ) K
Sie ergibt sich als Spezialfall der von Leonard Euler entdeckten Formel:

Satz 45 Sei f : R — R m-mal stetig differenzierbar. Weiterhin seien a,b,m €
Z mit a < b und m > 1. Dann gilt:

/f dT-i—Z 2) 2 4R (72)

k+1
wobes

Ry = (—1)™H! /b Mf(m) (z)dz.

Ja

Falls fir a < x < b: fCmH2)(2) > 0 und fC" >0 gilt, so ist

—a Bemi2 omeny oy p
Rop = Ommf (%) |a

fiir ein 0 < O, < 1.
Ist zusiitzlicha = 1, b = n, F die Stammfunktion zu f und Ty(n) = %f(k’l) (n),
so existiert eine Konstante C' mit

Zf n)+C+Ti(n +ZT2k ) + Om nTomi2(n).

fir 0 < ©p,, < 1.
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Beweis: (Graham(1989)). O
Folgerung 16
n—1 m

1 By, Bopyo
R S Tt

=

=1
wobei v = 0.57721566 . .. die Eulersche Konstante ist.

Beweis: (Graham(1989)) Setze f(z) = 1/z. Es ist fm)(z) = (—1)’"’% und
somit fiir alle 1 < 2 < n: f(Qm) (z) = (fn’ﬂ)l > 0. Fiir steigende Werte von m
und n kann die obige Formel nach v aufgelost werden und ~ beliebig genau
approximiert werden.O

Fiir m = 0 erhilt man v = lim,, o (H, — Inn), da sowohl % als auch @g,nQBTQQ

gegen 0 konvergieren.
Fiir m = 2 ergibt sich (H,, = H,_1 + 1/n)

Hy=lnnty+— — 4 1 O2.n
n = 1nnn _— - .
T o 1202 T 120mf T 25208

Folgerung 17 Sei L, = Y ;_, Ink, Dann ist

n sz B2m+2
(;)m n b
2 +k2—:1 2k(2k — 1)n2k-1 +Om, (2m + 2)(2m + 1)n2m+1

L, 1 =nlnn—n+p—

wobei e? =~ /2w die sogennannte Stirlingsche Konstante ist.

Beweis: (Graham(1989)) Setze f(z) = Inz. Es ist f(m)( ) = (—1)m’]w
und somit fiir alle 1 < z < n: fC™)(z) = (Zm D! < 0. Dennoch kann der Rest
durch den ersten nicht in der Summe auftauchenden Term abgeschitzt werden,
da man genauso gut mit — In z hitte starten konnen.

Fiir feste Werte von m und n kann die obige Formel nach p aufgelést werden
und p approximiert werden. Es ergibt sich, dafl e? ~ /27 ist.O

Fiir m = 2 ergibt sich (L, = L,—1 + Inn):

I+ +lnn+ 1 1 n Os
Ln=Inn+p+—=+ 1755 35007 T 126005

Da L, = In[[;_, n = Inn! ist, 148t sich iiber die Anwendung der e-Funktion
auf beiden Seiten die bekannte Approximation von n! erzielen.
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