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11 Vorwort Die Ordnung ist die Lust der Vernunft, aber die Unordnungist die Wonne der Phantasie. Paul ClaudelJeder Mensch, der in einem Lexikon gebl�attert, eine Telefonnummer gesucht,Dateiinhaltsverzeichnisse gelesen oder Karten gespielt hat, wird die �Ubersicht-lichkeit von und die E�zienz des Umganges mit geordnet vorliegenden Objektenbest�atigen k�onnen.Die Vor- bzw. Aufbereitung von miteinander vergleichbaren Objekten, wird alsOrdnen, Auslesen, Gruppieren oder auch Sortieren bezeichnet.Die Objekte werden auch Datens�atze genannt und lassen sich in die f�ur dieSortierung relevanten Schl�ussel und die �ubrige Information einteilen. Je nachAufgabenstellung kann diese Einteilung variieren. Die Schl�ussel k�onnen sehrkomplex, die Operationen zwischen ihnen somit sehr aufwendig sein.Da die Datenmengen h�au�g gro� sind und die Sortierung nach der Festlegungeiner Vorgehensweise eine mechanische Aufgabe ist, werden Computer insbe-sondere als Informationssysteme f�ur die Verarbeitung von elektronisch erfa�tenDaten eingesetzt.Der Entwurf von guten Sortieralgorithmen ist so zu einem fundamentalen Pro-blem in der Informatik geworden. Der besondere Reiz der bekannten Verfahrenliegt besonders in der Einfachheit der Ideen, die gut erlern-, vermittel- und�ubertragbar sind. Desweiteren erm�oglichen sie vielfach eine pr�azise und bei-spielhafte Analyse der E�zienz. Demnach werden Sortieralgorithmen in jederprogrammiertechnischen Ausbildung bis hin zur Universit�at gelehrt.Die Zeitkomplexit�at (vergl. Wegener(1994)) des Sortierproblems ist mittlerweilesowohl im schlechtesten als auch im mittleren Fall bekannt, d.h. zu den theore-tisch ermittelten unteren Grenzen existieren Algorithmen, die die gleiche Wachs-tumsordnung besitzen.Somit stellt sich die Frage, warum noch an der Weiterentwicklung und Analysevon Sortierverfahren geforscht wird. Auf der Suche nach Gr�unden �nden sichfolgende Punkte:1. Jede Verbesserung eines Sortierverfahrens oder der eventuell zugrunde lie-genden Datenstruktur f�uhrt direkt zur Verbesserung unz�ahliger Program-me, die einen Zugri� auf sortierte Daten ben�otigen.2. Je nach intern oder extern vorliegenden Daten, komplexen oder einfachenSchl�usseln, gro�en oder kleinen Datenmengen, Grad der Vorsortiertheitbzw. Verteilung der Datens�atze, Anforderungen an die Stabilit�at etc. un-terscheiden sich die zu empfehlenden Algorithmen enorm.3. Sei es die worst-case Analyse von SHELLSORT oder die average-caseAnalyse von HEAPSORT, viele Probleme bed�urfen noch einer genauen



2 1 VORWORTKl�arung.4. Die Angabe der E�zienz eines Algorithmus in der Lanudau'schen O{Notation verbirgt die Vorfaktoren der zu beschreibenden Funktion. Umdas unterschiedliche Laufzeitverhalten von Sortieralgorithmen zu erkl�aren,mu� die G�ute der Approximation verbessert werden.5. Fortschritte des sequentiellen Sortieren haben eine enorme Durchschlags-kraft in der Fachwelt, die sich seit ihren Anf�angen mit dem Problembesch�aftigt und �uber eine gemeinsame Grundlage verf�ugt.In dieser Diplomarbeit wird der Algorithmus WEAK{HEAPSORT vorgestelltund analysiert, der von Ronald D. Dutton 1993 in der Zeitschrift BIT ver�o�ent-licht wurde.Duttons Ausf�uhrungen ist zu wenig Aufmerksamkeit geschenkt worden.Die wichtigsten Merkmale dieses Algorithmus f�uhren den Leser an die ausgear-beiten Abschnitte:Sortieren durch Ausw�ahlen In dieser HEAPSORT-Variante besteht der Sor-tiervorgang von n Elementen aus einem Aufbau einer PriorityQueue{Datenstruktur (biggest in, �rst out) namens Weak-Heap mit anschlie�en-dem n-maligen Entnehmen eines Elementes (vergl. Kapitel 3).Aufbau Die Weak-Heap Datenstruktur kann mit optimalen n� 1 Vergleichenund O(n) �ubrigen Operationen aufgebaut werden (vergl. Kapitel 3.2.3)oder ohne Vergleiche aus einem Heap gewonnen werden (vergl. Kapitel12.2). Das MIN-MAX-Problem kann mit Weak-Heaps optimal gel�ost wer-den (vergl. Kapitel 12.1).Einfachheit der Idee Da sich die Heap-Anforderung als zu restriktiv erweist,wird sie abgeschw�acht (vergl. Kapitel 3.1).Vergleichskriterien Der WEAK-HEAPSORT-Algorithmus erf�ullt alle 7 Kri-terien an einen Sortieralgorithmus (vergl. Kapitel 2).Performance Die Laufzeitbestimmungen des best- und worst-cases sind ein-fach: Mit k = dlogne ben�otigt der Algorithmus mindestens nk� 2k +1 �n logn � n und h�ochstens nk � 2k + n � k � (n � 1) logn + 0:1n Ver-gleiche (vergl. Kapitel 3.2). Insbesondere sind die ermittelten Grenzenscharf (vergl. Kapitel 5 und 6.4), d.h. es gibt Beispiele, bei denen dieseGrenzen auch angenommen werden. Die empirisch ermittelten praktischenVergleiche zu bekannten Sortierverfahren best�arken die au�erordentlicheGeschwindigkeit des Algorithmus (vergl. Kapitel 13).Verbesserung Der worst-case l�a�t sich mindestens um den Summanden lognentsch�arfen (vergl. Kapitel 4).



3Bin�arer Baum Die generierten und als bin�are B�aume aufgefa�tenWeak-Heapslassen sich in einen Allgemeinen Heap einbetten, sind untereinander gleich-verteilt, und die Anzahl ist damit leicht zu bestimmen (vergl. Kapitel 3.1und 7.2).R�uckw�artsbetrachtung Der Algorithmus l�a�t sich sowohl in der Aufbau-als auch Auswahlphase r�uckw�artig studieren und erm�oglicht so, Aussa-gen �uber die Struktur, Anzahl und Verteilung von Weak-Heaps zu ma-chen (vergl. Kapitel 8 und 9). Diese Betrachtung bietet vielversprechen-de Ans�atze zur average-case Analyse (vergl. Kapitel 11.2). Letztendlichk�onnen alle Weak-Heaps auch r�uckw�artig aus dem einzigen Weak-Heapder Gr�o�e 1 generiert werden (vergl. Kapitel 11.3).Datenstruktur Der Weak-Heap bietet als PriorityQueue auch im allgemeinenFall e�ziente Operationen an. Das Einf�ugen ist in ungef�ahr (logn)=2, dasL�oschen in exakt dlog(n+1)e � 1 Schritten m�oglich (vergl. Kapitel 12.3).Den St�arken des Algorithmus steht eine zu diskutierende Schw�ache entgegen.Pro Schl�ussel ist ein Zusatz- bzw. Informationsbit f�ur den Algorithmus unab-dingbar.Da allgemeine Schl�usselvergleichsverfahren erst f�ur das Sortieren komplexerSchl�ussel (reelle Zahlen, viele Entitit�aten) zu empfehlen sind, wird die Zeitf�ur den Vergleich als auch den Tausch zweier Objekte als gro� angesehen.Der Tausch von zwei Datens�atzen bzw. deren Schl�ussel kann jedoch durchden Tausch von Zeigern auf die entsprechenden Stellen simuliert werden. Soist die Anzahl der Vergleiche in der Theorie zum Ma�stab der Analyse gewor-den: Ein Zeiger und damit insbesondere ein Bit sind demnach klein gegen�uberder Schl�usselgr�o�e.Vielfach wird der volle zu Verf�ugung stehende Wertebereich der auftretendenSchl�ussel nicht ausgesch�opft und das Zusatzbit kann h�au�g e�ektiv, z.B. als Vor-zeichenbit, integriert und verarbeitet werden. Praktisch wird somit kein zus�atz-licher Speicherplatz verbraucht.Auch der zur Sortierung am h�au�gsten verwendete QUICKSORT Algorithmusben�otigt Zusatzspeicher in Form eines Rekursionsstacks mindestens logarith-mischer Gr�o�e, indem die lokalen Indexvariablen und die R�ucksprungadressenabgelegt werden m�ussen. Die meisten Implementierungen ben�otigen jedoch auszwei Gr�unden einen Stack linearer Gr�o�e: aus einer naheliegenden { jedoch un-geschickten { Abarbeitung der aufgeteilten Objektmenge (der kleinere Teil mu�vor dem gr�o�eren abgearbeitet werden), als auch durch die Unf�ahigkeit vielerg�angiger Interpreter bzw. Compiler, End- bzw. tail-Rekursionen zu erkennen(vergl. Abelson und Sussman (1984)).Die Anforderung, innerhalb der gegebenen Datenarraystruktur ohne gro�enSpeicheraufwand sortieren zu k�onnen, erscheint trotz der Notwendigkeit vonlinear vielen Zusatzbits erf�ullt.



4 1 VORWORTDemnach sollte der WEAK-HEAPSORT Algorithmus sowohl in programmier-technischen Ausbildungen als auch an der Universit�at neben den anderen Ver-fahren gleichberechtigt gelehrt werden.Literaturverweise zu S�atzen oder Hilfss�atzen be�nden sich durchgehend hinterdem Wort 'Beweis'. Wesentliche Ver�anderungen zu den referierten Originalar-beiten werden durch Fu�noten hervorgehoben.In erster Linie danke ich Herrn Univ. Prof. Dr. Ingo Wegener f�ur die ausgezeich-nete fachliche und pers�onliche Betreuung meiner Diplomarbeit. Weiterhin giltmein Dank Erik D�ornenburg und Frank Rettberg, die mich bei der Implementie-rung der Algorithmen f�ur das in Kapitel 13 beschriebene Programm Sorting inAction unterst�utzten. Erik D�ornenburg und Armin M. Warda haben mir au�er-dem einige wertvolle Hinweise bei den abschlie�enden Korrekturen der Arbeitgegeben.Ich m�ochte diese Diplomarbeit Dr. John Kelly widmen, dessen sprachfu�noten-reiche Vorlesungen am University College Dublin ich w�ahrend meines Ausland-aufenthaltes genie�en durfte und der Anfang dieses Jahres verstarb. Trotz odergerade aufgrund der von mir geteilten mathematischen Leidenschaft besch�aftigteer sich mit der Grenze menschlicher und k�unstlicher Intelligenz (Kelly (1993)),dessen Essenz ich gerne abschlie�end sinngem�a� zitieren m�ochte und somit eineAbsage der �Ubertragung von Vergleichbarkeiten menschlichen und maschinellenSortierens auf die der Intelligenz erteile:1. Die Natur menschlicher Intelligenz ist schwer erfa�bar und l�a�t keinef�ugsame Formalisierung oder e�ektive Charakterisierung zu.2. Soweit heutzutage verstanden und mittels konzeptioneller Analyse enth�ullt,existiert eine gro�e Divergenz zwischen der Ontologie (Lehre des Seins) derMaschine und des Menschen.3. Computer werden irrt�umlicherweise als Symbolprozessoren charakterisiert.In ihnen selbst sind sie blo� Signalprozessoren.4. Computer{Systeme, sowohl die traditionelle Hardware oder Software oderdie modernen neuronalen Netze, k�onnen am besten als Texte verstandenwerden.5. Computer haben keine M�oglichkeit, in einem tiefen Sinn des Wortes zuhandeln. Sie tun nichts.6. Falsche Konzepte �uber die M�oglichkeiten von Computern und Fehlinter-pretationen der Computerrechenleistung entstehen aus:� �ubertriebener Vermenschlichung von Maschinen,� dem Zauber eines existentiellen Irrtums oder dem Trugschlu� falsch-plazierter Korrektheit,



5� der Abh�angigkeit von einer einfachen Liste, die eine notwendige Ein-heit darbieten soll,� unangemessene Einstellung zur St�arke der Wissenschaft[...],� dem Glauben an die Zul�assigkeit von Sprache.7. Die Abh�angigkeit der Computer von der menschlichen Sprache zeigt dieGrenzen ihrer M�oglichkeiten auf, da menschliche Erkenntnis, sogar sprach-verbundene Erkenntnis, ultimativ in Unaussprechlichkeit wurzelt.Stefan EdelkampUniversit�at DortmundSeptember 1995



6 2 EINLEITUNG2 EinleitungDie Wissenschaft f�angt eigentlich erst da an, interessant zuwerden, wo sie aufh�ort. Justus von LiebigAllgemeine Schl�usselvergleichsverfahren ben�otigen im worst-case nach StirlingsApproximation von n! (vergleiche Anhang) durch Betrachtung des bin�aren Ent-scheidungsbaumes mindestensdlog(n!)e = n logn� n log e+�(logn) � n logn� 1:4427nund im Mittel mindestensdlog(n!)e � 1n! 2dlog(n!)e � dlog(n!)e � 1Vergleiche.Um Sortierverfahren untereinander vergleichen zu k�onnen, werden 7 Kriterienaufgestellt (vergl. Wegener (1995)):1. Das Sortierverfahren sollte allgemein sein. Objekte aus beliebig geordnetenMengen sollten sortiert werden k�onnen.2. Die Implementation des Sortierverfahrens soll einfach sein.3. Das Sortierverfahren soll internes Sortieren erm�oglichen. Dabei steht ne-ben den Arraypl�atzen nur sehr wenig Platz zur Verf�ugung.4. Die durchschnittliche Zahl von wesentlichen Vergleichen, d.h. Vergleichenzwischen zu sortierenden Objekten soll klein sein. Sie soll f�ur ein m�oglichstkleines c durch n logn+ cn beschr�ankt sein.5. Die worst-case Zahl von wesentlichen Vergleichen soll klein sein. Sie sollf�ur ein m�oglichst kleines c0 durch n logn+ c0n beschr�ankt sein.6. Die Zahl der �ubrigen Operationen wie Vertauschungen, Zuweisungen undunwesentliche Vergleiche soll h�ochstens um ein konstanten Faktor gr�o�erals die Zahl der wesentlichen Vergleiche sein.7. Die CPU-Zeit f�ur jede �ubrige Operation soll klein gegen�uber der CPU-Zeitf�ur einen Vergleich zweier komplexer Objekte sein.BUCKETSORT basiert auf der Darstellung der zu sortierenden Elementeund ist somit kein allgemeines Verfahren (Kriterium 1).



7MERGESORT ist ein Divide-and-Conquer Algorithmus und ben�otigt f�urn = 2k durch ein paralleles Durchlaufen der schon sortierten Teillisten nurn logn � n + 1 Vergleiche, allerdings ein Array der L�ange 2n. Da n recht gro�sein kann, ist man an 'In-Situ' Algorithmen (Kriterium 3) interessiert. Daherist MERGESORT nur zum externen Sortieren geeignet.INSERTIONSORT (Steinhaus (1958)) ist eines der einfachsten Sortierver-fahren. Es ben�otigt durch n-maliges Einf�ugen mittels bin�arer Suche weniger alsn�1Xi=1dlog(i+ 1)e = nXi=2dlog(i)e � nXi=2 log(i+ 1) = log(n!) + n� 1Vergleiche, aber die Anzahl der Vertauschungen liegt selbst im average-case in�(n2). Das Interesse gilt aber Sortieralgorithmen, deren Anzahl von Vertau-schungen und anderen nicht-essentiellen Operationen klein ist (Kriterium 6).SHELLSORT (Shell (1959)) besitzt als weiteren Parameter eine Folge vonnat�urlichen Zahlen h1; : : : ; ht. Dabei wird sukzessiv INSERTIONSORT auf denElementen aufgerufen, die einen Abstand hi mit i = t; : : : ; 1 zueinander besitzen.Die geeignete Auswahl der Abstandsfolge ist sehr entscheidend f�ur das Laufzeit-verhalten von SHELLSORT. Es werden im folgenden die Ergebnisse f�ur denworst-case von Operationen (Vergleiche und Vertauschungen) zusammengefa�t.Shell (1959) schlug die Abstandsfolge (1; 2; : : : ; 2k) vor, doch liefert sie im Fallen = 2k eine quadratische Laufzeit. Eine von Hibbard (1963) vorgeschlagene Se-quenz ergab in der Analyse von Papernov und Stasevich (1965) O(n3=2). Pratt(1979) gab eine �(log2 n) lange Folge an, die zu �(n log2 n) vielen Operationenf�uhrt. Sedgewick (1986) verbesserte die Grenze von O(n3=2) auch f�ur O(logn)beschr�ankte Folgen auf O(n4=3) und in Zusammenarbeit mit Incerpi (1985) gaber als Weiterentwicklung dieser Idee die obere Grenze von O(n1+�=plogn) f�ur ein� > 0 an. Poonen (1993) zeigte, da� dies die bestm�ogliche Schranke ist. Cypher(1993) bewies f�ur SHELLSORT Netzwerke und f�ur monoton fallende Abstands-folgen eine Mindestgr�o�e von 
(n log2 n= log logn). Letztendlich fand Poonen(1993) eine untere Grenze von 
(n(logn= log logn)2) Operationen unabh�angigvon den gew�ahlten Abst�ande auch f�ur SHELLSORT als allgemeines Sortierver-fahren. Die Analysen begr�unden sich vielfach auf die Anzahl der Inversionen(vergl. Knuth (1973)) und auf die Betrachtung des Frobenius-Problems (Brauer(1942)).Festgehalten werden sollte, da� SHELLSORT f�ur vorsortierte oder mittelgro�eEingaben (wenige Tausend) schneller ist als nahezu alle bekannten schnellenSortierverfahren.QUICKSORT (Hoare (1962)) ist das wohl bekannteste, auf einer Partitio-nierung der Schl�usselmenge beruhende Sortierverfahren. Damit liegt der we-sentliche Aufwand des Divide-and-Conquer Ansatzes im divide{Schritt (n � 1



8 2 EINLEITUNGVergleiche). Dort wird die endg�ultige Position k eines ausgew�ahlten Elementesx ermittelt und die Schl�usselmenge in einen von x dominierten bzw. in einen xdominierenden Teil eingeteilt.Der Algorithmus ben�otigt bei ung�unstiger Aufteilung der Objektmenge �(n2)viele Vergleiche. F�ur den average-case an Vergleichen V (n) �ndet sich durch dieMittelung der m�oglichen F�alle folgende Rekursionsgleichung:V (n) = � 0 n 2 f0; 1gn� 1 + 1nPnk=1(V (k � 1) + V (n� k)) n � 2Diese Summe l�a�t sich zu folgender Gleichung vereinfachen:V (n) = 2(n+ 1)Hn � 4n;wobei Hn =Pni=1 1=i die n-te Partialsumme der Harmonischen Reihe bezeich-net. Die Harmonische Reihe l�a�t sich gut approximieren (vergl. Anhang) undman erh�alt f�ur die mittlere Anzahl der Vergleiche:V (n) � 1:386n logn� 2:846n+O(logn)CLEVER-QUICKSORT ist eine von Hoare (1962) vorgeschlagene verbes-serte Variante von QUICKSORT. Da das Partitionselement weit vom Medianentfernt sein kann, wird das mittlere Element x von drei zur Partition vor-geschlagenen Objekten ermittelt, und die Partitionierung der �ubrigen Objektebez�uglich dieses Elementes durchgef�uhrt. Bei ung�unstiger Aufteilung der Ob-jektmenge sind wieder �(n2) viele Vergleiche n�otig, doch der average-case wirddeutlich gesenkt.Der Median dreier Objekte kann in durchschnittlich 8/3 Vergleichen gefundenwerden, was leicht durch Fallunterscheidung zu veri�zieren ist. Damit ben�otigtder divide{Schritt im Mittel n� 3+ 8=3 = n� 1=3 Vergleiche. Die Wahrschein-lichkeit, da� x an der Position k steht, ist gleich (k� 1)(n� k)=�n3�, da es dannk � 1 Positionen f�ur das kleinere und n � k Positionen f�ur das gr�o�ere Objektgibt.F�ur den average-case an Vergleichen V (n) gilt demnach folgende Rekursonsglei-chung:V (n) = 8>><>>: 0 n 2 f0; 1g1 n = 2n� 13 + �n3��1 nPk=1(k � 1)(n� k)(V (k � 1) + V (n� k)) n � 2Diese Summe l�a�t sich f�ur n � 6 zu folgender Gleichung zusammenfassen (We-gener (1995)): V (n) = 127 (n+ 1)Hn�1 � 477147n+ 223147 + 252147n� 1:188n logn� 2:255n+O(logn):



9Wird der Median nicht aus drei sondern aus 2k+1 Elementen gebildet, l�a�t sichdas mittlere Laufzeitverhalten noch verbessern und es ergibt sich eine Komple-xit�at von �kn logn+O(n) mit konstanten �k > 1. Bei wachsendem k konvergiert�k gegen 1 (vergl. van Emden (1970)).Derzeit ist keine QUICKSORT-Variante bekannt, deren average-case durchn logn+ o(n logn) beschr�ankt ist.HEAPSORT wird in Kapitel 6.1 beschrieben.BOTTOM-UP-HEAPSORT wird in Kapitel 6.2 beschrieben.MDR-HEAPSORT wird in Kapitel 6.3 beschrieben.3 Der WEAK-HEAPSORT AlgorithmusOrdnung ist die Verbindung des vielen nach einer Regel.Immanuel KantAnalog zum HEAPSORT ist auch beim WEAK-HEAPSORT f�ur das Verst�and-nis die Betrachtung des Heaps als bin�arer Baum von seiner Einbettung in einArray zu trennen.In diesem Kapitel wird der WEAK-HEAPSORT Algorithmus (Dutton (1992)und (1993)) vorgestellt und das Laufzeitverhalten analysiert.3.1 Der Weak-Heap als bin�arer BaumWenn sich ein Baum zu beugen versteht, wird er nie vomWind gebrochen. Aus AfrikaIm folgenden bezeichne T einen bin�aren Baum, a[i], 1 � i � n, den Wert desSchl�ussels f�ur den Knoten i, root(T ) die Wurzel von T , rT (x) (bzw. lT (x)) denrechten (bzw. linken) Teilbaum von x, dessen Wurzel rchild(x) (lchild(x)) ist,umgekehrt ist Parent(x) der Vorg�anger im Baum. Mit jT j wird die Anzahl derKnoten in T beschrieben. Sei depth(x) die Tiefe von x, d.h. der Abstand zurWurzel, und Depth(T ) das Maximum �uber alle x 2 T . Desweiteren bezeichneheight(x) die H�ohe von x im Baum, d.h. den maximalen Abstand von x zueinem Blatt, c(x) 2 f0; 1; 2g die Anzahl der Kinder von x.De�nition 1 Ein (Max-)Weak-Heap ist ein bin�arer Baum T mit den folgen-den Eigenschaften:



10 3 DER WEAK-HEAPSORT ALGORITHMUS(W1) Der Wert an jedem Knoten ist gr�o�er oder gleich den Werten an denKnoten des rechten Teilbaumes, d.h. 8x 2 T;8y 2 rT (x) : a[x] � a[y].(W2) Die Wurzel hat keinen linken Teilbaum, d.h lT (root(T )) = ;.(W3) Au�er der Wurzel haben die Knoten nur dann weniger als zwei Kinder,wenn sie auf den letzten beiden Leveln des Baumes liegen, d.h.c(x) < 2) ((x = root(T )) _ (depth(x) � Depth(T )� 1)).
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10 11Abbildung 1: Beispiel eines Weak-Heaps.Damit ist gesichert, da� trotz der geringeren Anforderungen der maximale Wertam Wurzelknoten anliegt. Die De�nition wirkt sich unmittelbar auf die sichergebenen Teilstrukturen aus (vergl. Abb. 2).
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Abbildung 2: Schematische Darstellung der Weak-Heap-Datenstruktur.



3.1 Der Weak-Heap als bin�arer Baum 11De�niert man mit hi; ji den bin�aren Baum in Weak-Heap-Form aus Wurzel iund rechtem Teilbaum mit Wurzel j, so ist f�ur alle i 2 f1; : : : ; kg hi; root(Ti)iein Weak-Heap, denn (W3) vererbt sich an die jeweilige Teilstruktur. �Uber dieGr�o�e der in Abb. 2 dargestellen Teilb�aume Ti, i 2 f1; : : : ; kg, l�a�t sich folgendesResultat erzielen:Hilfssatz 1 F�ur alle i 2 f1; : : : ; kg gilt:2k�i � 1 � jTij � 2k�i+1 � 1:Beweis: Ein vollst�andiger bin�arer Baum der Tiefe k hat 2k+1�1 Knoten. Nach(W3) hat Ti minimal die Gr�o�e eines vollst�andigen bin�aren Baumes der Tiefek � i� 1 und maximal die Gr�o�e eines vollst�andigen bin�aren Baumes der Tiefek � i. 2Bei der Sortierung mittels eines Weak-Heaps wird in Analogie zu HEAPSORTdas Wurzelelement als Maximum in die schon sortierte Reihenfolge �ubernommenund die Strukturinvarianz der De�nition wieder hergestellt. Der Weak-Heapzerf�allt in einen Wald von mehreren Teil-Weak-Heaps, die wieder miteinanderverbunden werden m�ussen. Um die Beziehung zwischen den Wurzeln des sichergebenen Waldes und der ehemaligen Wurzel zu beschreiben, betrachte manfolgende gro�elterliche Relation.De�nition 2Gparent(x) = � Gparent(Parent(x)) falls x linkes Kind,Parent(x) falls x rechtes Kind.y 2 Sx () Gparent(y) = x:Damit istSx = frchild(x)g [ fy j y ist von rchild(x) nur �uber linke Kinder erreichbarg:
Abbildung 3: Veranschaulichung der Relation Gparent.



12 3 DER WEAK-HEAPSORT ALGORITHMUSSo ist z.B. in Abb.2 Sroot(T ) = f1; 2; : : : ; kg. Seien hx; rchild(x)i und hy; rchild(y)izwei gegebene Weak-Heaps, rchild(x) = root(T1), rchild(y) = root(T2). OhneBeschr�ankung der Allgemeinheit (o.B.d.A.) wird angenommen, da� a[x] � a[y]ist. Dann ergibt die folgende Merge1(hx; rchild(x)i; hy; rchild(y)i) { Sequenz:1. root(T 0) = x;2. lchild(y) = rchild(x);3. rchild(root(T 0)) = y,einen Baum mit (W1) und (W2), allerdings nicht notwendigerweise auch mit(W3) (vergl. Abb. 4).
T1T 2 TT1 2

x y
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Abbildung 4: Merge von zwei Weak-Heaps, o.B.d.A. a[x] � a[y].Um diese Bedingung zu sichern, wird der Begri� der Kompatibilit�at zwischenzwei Weak-Heaps eingef�uhrt:De�nition 3 Zwei Weak-Heaps T 0; T 00 werden kompatibel genannt, wenn dieTiefen aller Knoten mit weniger als zwei Kindern mit Ausnahme der Wurzelnsich maximal um 1 unterscheiden, d.h.8x 2 fz 2 T 0 � root(T 0) j c(z) < 2g;8y 2 fz 2 T 00 � root(T 00) j c(z) < 2g :j depth(x)� depth(y) j� 1:Nun kann ein modi�ziertes Merge1 eingef�uhrt werden, da� auf einem Knoten xund einem Baum T wirkt. Sei y = root(T ), unter der Voraussetzung, da� f�uralle z 2 lT (y) a[x] > a[z] gilt, de�niere:Merge2(x; T ) :=Merge1(hx; root(lT (y))i; hy; root(rT (y))i): (1)Es ergibt sich folgende Fallunterscheidung:1In Duttons Arbeit �ndet sich eine solche f�ur das Verst�andnis n�utzliche Unterscheidungder Merge{Operationen nicht.
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Abbildung 5: Modi�ziertes Merge: a) a[x] � a[y], b) a[y] > a[x].a) a[x] � a[y]: x wird zurWurzel des entstehendenWeak-Heaps, wobei rchild(x)auf y gesetzt wird.b) a[y] > a[x]: y wird zurWurzel des entstehendenWeak-Heaps, wobei lchild(x)auf rchild(y), rchild(x) auf lchild(y) und letztendlich rchild(y) auf x ge-setzt wird.Satz 1 Sei T bin�arer Baum mit y = root(T ), sowie hx; lT (y)i; hy; rT (y)i kom-patible Weak-Heaps. Dann ist Merge2(x; T ) ein Weak-Heap.Beweis: (Dutton (1992)2) Da hx; lT (y)i ein Weak-Heap ist, folgt f�ur alle k 2lT (y) : a[x] � a[k], ebenso ist hy; rT (y)i ein Weak-Heap und damit gilt f�ur allek 2 rT (y) : a[y] � a[k]. F�ur den Fall a[x] � a[y] ergibt sich mittels Transitivit�atf�ur alle k 2 rT (y) : a[x] � a[k] und damit insgesamt f�ur alle k 2 T : a[x] � a[k].Analog ergibt sich im Falle a[y] > a[x] f�ur alle k 2 lT (y) : a[y] � a[k] unddamit f�ur alle k 2 T : a[y] > a[k]. Die Vertauschung der Teilb�aume in T istnotwendig, da keine Dominanz von a[x] gegen�uber Schl�usseln in rT (y) gesichertist. Damit sind (W1) und (W2) erf�ullt und die Kompatibilit�at sichert in beidenF�allen unmittelbar (W3) des so entstehenden Weak-Heaps. 2Die Operation Merge2(x; T ) ben�otigt nur einen Schl�usselvergleich, allerdingsmu� die Vertauschung der Teilb�aume realisiert werden.Zur Initialisierung des WeakHeaps T (WeakHeapify(T )) wird jeder Kno-ten j mittels Merge2 mit seinem Gro�elternteil Gparent(j) verbunden. Da-bei m�ussen die n � 1 Aufrufe von den Bl�attern zur Wurzel (bottom{up)hin organisiert werden, d.h. Merge2(Gparent(j); j) kann nur dann aufge-rufen werden, wenn sowohl Merge2(Gparent(rchild(j)); rchild(j)) als auchMerge2(Gparent(lchild(j)); lchild(j)) terminiert sind. Damit kann gesichert2Ebendortiges (Ebd.) Lemma 2.1 und Theorem 3.2 wurden zu diesem Satz konzeptionellneu verbunden.



14 3 DER WEAK-HEAPSORT ALGORITHMUSwerden, da� immer gr�o�er werdende Weak-Heaps gebildet werden, so da� letzt-endlich gilt:Satz 2 Nach der Terminierung von WeakHeapify(T ) ist T ein Weak-Heap.Beweis: (Dutton (1992)3) Annahme: Es existiert ein j, so da�Merge2(Gparent(j); j) = hGparent(j); ji kein Weak-Heap ist. Dann w�ahle einsolches j maximal in dem Sinne, da� der rechte Teilbaum entweder leer oderdie Weak-Heap-R�uckgabe hGparent(rchild(j)); rchild(j)i = hj; rchild(j)i einesvorangegangenen Merge2�Aufrufes ist und der linke Teilbaum entweder leeroder der Weak-Heap hGparent(lchild(j)); lchild(j)i = hGparent(j); lchild(j)iist. Die Ausf�uhrung von Merge2(Gparent(j); j) liefert aufgrund Satz 1 nuneinen Widerspruch zur Annahme. Also gilt f�ur alle j, da� hGparent(j); ji einWeak-Heap ist, somit insbesondere T = hroot(T ); rchild(root(T )i. 2Um die Neuverbindung des sich durch die Wurzelentnahme ergebenden Wal-des aus Teil-Weak-Heaps mittels MergeForest zu organisieren, sei Sroot(T ) =f1; 2; : : : ; kg gegeben und die Wurzel entfernt. Aufbauend auf Merge2 kanndieser so entstehende Pfad bottom{up genutzt werden. Sei dazu m ein belie-big(!) gew�ahltes Element auf dem untersten Level, das die n�achste Wurzelpo-sition rep�asentieren wird. In dem Falle, da� k kein rechtes Kind hat, erweistsich die Wahl von m = k als sehr vorteilhaft, da sich dadurch der Pfad auff1; 2; : : : ; k� 1g verk�urzt, d.h. x kann mit k� 1 statt mit k initialisiert werden.Nacheinander f�uhre fogendes Anweisungspaar bis zum Erreichen der Wurzel aus(vergl. Abb.6):1. Merge2(m;x);2. x Parent(x).Hierbei repr�asentiere x jeweils die Teilb�aume Ti zu x = root(Ti).Die Korrektheit dieses Ansatzes belegt folgenderSatz 3 Sei hi; Tii; i 2 f1; : : : kg, ein Weak-Heap-Wald. Nach Ausf�uhrung derProzedur MergeForest f�ur ein beliebig gew�ahltes m ist hm; 1i ein Weak-Heap.Beweis:(Dutton (1992)4) Nach der Initialisierung (Fallm 6= k) ist x der weitest-links stehende Knoten ohne Kinder, mit dem m verbunden wird. Da x Blattist, sind die Voraussetzungen f�ur die Merge2- Operation trivialerweise erf�ullt.Somit ist hm;xi ein Weak-Heap. Aufgrund der einleitenden Bemerkung ist f�uralle i 2 f1; : : : ; kg: hi; root(Ti)i ein Weak-Heap, d.h. in unserem Falle ist nachx Parent(x) hx; root(Tx)i ein Weak-Heap. Wieder sind alle Voraussetzungenf�ur Merge2 erf�ullt, was letztendlich darin gipfelt, da� hm; 1i ein Weak-Heapwird. Im Falle m = k ist x gr�o�er als rchild(x), also auch ein Weak-Heap, unddie Beweisf�uhrung erfolgt analog. 23Ebd. Lemma 2.3 und Theorem 3.3 wurden zu diesem Satz konzeptionell neu verbunden.4Ebd. Lemma 2.2 und Theorem 3.4 wurden zu diesem Satz konzeptionell neu verbunden.
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mAbbildung 6: Sukzessive Vermengung von m mit den eweiligen Teilb�aumen beiMergeForest.3.2 Einbettung in ein 1-dimensionales ArrayWenn wir nicht von vorne anfangen, d�urfen wir nicht hof-fen, weiter zu kommen. Johann Gottfried SeumeDie Einbettung eines bin�aren Baumes T der Gr�o�e n in ein Array a[1]; : : : ; a[2n�1] ist eine wohlde�nierte injektive Abbildung mit den folgenden Eigenschaften:1. Die Wurzel root(T ) wird auf die Arrayposition 1 abgebildet.2. Falls die v 2 T auf die Arrayposition x abgebildet wird, so wird lchild(v)auf die Position 2x und rchild(v) auf die Position 2x+ 1 abgebildet.Ist der Bin�arbaum von links aufgef�ullt, so gen�ugen die n Arraypositionena[1]; : : : ; a[n] f�ur dessen Einbettung, d.h. die Zuordnung ist bijektiv. Gilt zus�atz-lich f�ur alle 1 � bj=2c < j � n: a[bj=2c] � a[j], so spricht man von einem Heap.Der Vorteil der Arraydarstellung liegt in der konstanten Zugri�szeit f�ur die ge-gebenen Positionen.Um auch Weak-Heaps in einem Array der Gr�o�e n einbetten und e�zient ver-walten zu k�onnen, mu� die Vertauschung von Teilb�aumen in konstanter Zeitrealisiert werden. Die Idee ist nun, ein Boole'sches Array Reverse zu verwal-ten, dessen Eintr�age Reverse[x] 2 f0; 1g angeben, ob die zu einem Knoten



16 3 DER WEAK-HEAPSORT ALGORITHMUSx korrespondierenden Teilb�aume vertauscht sind oder nicht. Das rechte Kindvon x kann mit 2x + Reverse[x], das linke Kind mit 2x + 1 � Reverse[x] ge-routet werden. Dementsprechend wird die von der gew�unschten Belegung vonReverse abh�angige Einbettung eines Weak-Heaps T der Gr�o�e n in ein Arraya[0]; : : : ; a[n� 1] wie folgt festgelegt:1. Die Wurzel root(T ) wird auf die Arrayposition 0 abgebildet.2. Falls der Knoten v 2 T auf die Arrayposition x abgebildet wird, so wirdlchild(v) auf die Position 2x+ Reverse[x] und rchild(v) auf die Position2x+ 1�Reverse[x] abgebildet.Sind alle Reverse{Bits auf 0 gesetzt, so entspricht diese Abbildung mit Ausnah-me der Wurzelstelle der Standardeinbettung eines von links aufgef�ullten bin�arenBaumes. Die einen Bin�arbaum in Weak-Heap Struktur beschreibende Eingabedes Algorithmus wird zum Beipiel so in ein Array eingebettet werden.Wichtig ist die Beobachtung, da� nicht alle bin�aren B�aume, die (W1)-(W3)erf�ullen, sich auf ein Array der Gr�o�e n abbilden lassen (vergl. Kapitel 4.2 und7.2).Es k�onnen und werden jedoch in dieser Datenstruktur alle angegebenen und aufder Eingabe aufbauenden konzeptionellen Algorithmen verwirklicht und analy-siert.3.2.1 Die Funktion GparentDa x genau dann linkes Kind ist, wenn odd(x) = Reverse[bx=2c], realisiertfolgende Funktion de�nitionsgem�a� Gparent:PROCEDURE Gparent(j)WHILE odd(j) = Reverse[j DIV 2] DO j = j DIV 2RETURN j DIV 2END Gparent.Die Prozedur Gparent wird nur in der Aufbauphase des Sortiervorganges auf-gerufen, wo f�ur alle betrachteten Werte j Reverse[j DIV 2] noch mit 0 initia-lisiert ist. Darum l�a�t sich das Pr�adikat odd(j)=Reverse[j DIV 2] auch durchdas Pr�adikat even(j) ersetzen.3.2.2 Die Funktion MergeDie �Ubertragung von Merge2 wird von nun an verk�urzt mit Merge bezeichnetund gestaltet sich wie folgt:PROCEDURE Merge(i,j)IF a[i] < a[j] THENswap(a[i],a[j]);



3.2 Einbettung in ein 1-dimensionales Array 17Reverse[j] = 1 - Reverse[j];FIEND Merge.3.2.3 Die Funktion WeakHeapifyWeak-Heaps k�onnen in der Arrayeinbettung wie folgt generiert werden:PROCEDURE WeakHeapifyFOR j = n-1 DOWNTO 1 DO Merge(Gparent(j),j)END WeakHeapify.Nach Satz 2 berechnet diese Funktion einen initialen Weak-Heap, daMerge(Gparent(j); j) nur dann aufgerufen wird, wenn sowohlMerge(Gparent(rchild(j)); rchild(j)) als auchMerge(Gparent(lchild(j)); lchild(j)) terminiert sind.Hilfssatz 2 nXk=0 k2k = (n� 1)2n+1 + 2 (2)Beweis: Der Beweis st�utzt sich auf die Finitisimalrechnung (vergl. Graham(1989)): Sei �f(x) = f(x+ 1)� f(x) die De�nition eines Di�erenzoperators indiskreter Analogie zum Di�erentialoperator im kontinuierlichen Fall. Dann gilt(vergl. mit Fundamentalsatz der Analysis):X g(x)�x = f(x) + C :() g(x) = �f(x);wobeiP g(x)�x die uneigentliche Summe von g bezeichnet, d.h eine Klasse vonFunktionen auf die der Di�erenzoperator wieder g(x) liefert. C repr�asentierteine Funktion p mit p(x+ 1) = p(x); x 2 Z. �Uber diesen Ansatz lassen sich dieeigentlichen Summen bestimmen:Xba g(x)�x = f(x) jba= f(b)� f(a):Wichtig ist letztendlich die folgende induktiv beweisbare Betrachtung:b�1Xk=a g(k) = Xba g(x)�x:Die Gleichsetzung f(x) = �f(x) = f(x+1)�f(x) liefert eine L�osung f(x) = 2x.Au�erdem ist �x = x+ 1� x = 1.



18 3 DER WEAK-HEAPSORT ALGORITHMUSAnalog zur partiellen Integration existiert eine partielle Summationsformel:Xu(x)�v(x)�x = u(x)v(x) �X�u(x)v(x + 1)F�ur den zu beweisenden Spezialfall gilt demnach:nXk=0 k2k = Xn+10 x2x�x= �x2x � 2x+1� jn+10= ((n+ 1)2n+1 � 2n+2)� (0 � 20 � 21)= (n� 1)2n+1 + 2:2Satz 4 F�ur n = 2k betr�agt die Gesamtzahl BO(n) von Bitoperationen vonWeak{Heapify: BO(n) = 2n� k � 2:und somit ist BO(n) 2 O(n):Beweis: Abb. 7 veranschaulicht die formelm�a�ige Berechnung von BO(n):
+1

+1

+1

+1

Abbildung 7: Analyse der Gesamtl�ange der Pfade, die durch Gparent de�niertsind.Auf jedem Level verdoppelt sich die Gesamtl�ange der Pfade und es kommt einein Pfad der L�ange k hinzu, da f�ur alle v 2 Sroot(T ) der Abstand von Gparent(v)zu v um 1 gewachsen ist. Somit gilt die folgende Rekursion:BO(2) = 1 (3)BO(2k) = 2 � BO(2k�1) + k (4)und damit: BO(2k) = 21 � BO(2k�1) + k= 21 � (2 �BO(2k�2) + k � 1) + k= 22 � (2 �BO(2k�2) + 21(k � 1) + 20k



3.2 Einbettung in ein 1-dimensionales Array 19= 2k�1 � BO(21) + k�2Xj=0 2j(k � j)= n=2 + k k�2Xj=0 2j � k�2Xj=0 j2j= n=2 + k(2k�1 � 1)� (k � 3)2k�1 � 2= n=2 + k2k�1 � k � k2k�1 + 3n=2� 2= 2n� logn� 22Satz 5 Die Initialisierung ist mit n � 1 wesentlichen Vergleichen und O(n)anderen Operationen e�zient durchf�uhrbar.Beweis: (Dutton (1993)5) O�ensichtlich wird f�ur alle j 2 f1; : : : n � 1g dieFunktionMerge(Gparent(j); j) aufgerufen. Sie ben�otigt jeweils einen Schl�ussel-vergleich.Die Anzahl der Bitoperationen eines Gparent(j)-Aufrufes ist gleich der Entfer-nung von Gparent(j) und j im Baum (dist(Gparent(j); j)),da die Berechnung von bj=2c (j div 2) und odd(j) (j mod 2 6= 0) als eineMaschinenoperation angesehen werden kann. Die Zahl dieser Operationen istwiederum nach Satz 4 durch O(n) beschr�ankt. 2Dennoch soll auf eine einfache von Dutton nicht betrachtete rekursive Implemen-tation vonWeakHeapify hingewiesen werden, die die (Gparent(j); j){Paare inanderer, aber zul�assiger Reihenfolge besucht (Aufruf: WeakHeapify�(0)).PROCEDURE WeakHeapify*(h)j = 2h + 1WHILE 2j < n DO j = 2jWHILE j > h DOIF 2j + 1 < n THEN WeakHeapify*(j)Merge(h,j)j = j DIV 2ODEND WeakHeapify*.Hierbei wird f�ur jedes Element j 2 Sh die Funktion bottom-up rekursiv aufge-rufen, falls �uberhaupt ein rechtes Kind existiert. Die Rekursionstiefe ist durchdie Anzahl der Wechsel in den rechten Teilbaum, also durch log(n) beschr�ankt.Auch hier wird Merge(h = Gparent(j); j) nur dann aufgerufen, wenn sowohlMerge(Gparent(rchild(j)); rchild(j)) als auchMerge(Gparent(lchild(j)); lchild(j)) terminiert sind, daWeakHeapify�(h) re-kursiv WeakHeapify�(j) f�ur alle j 2 Sh aufruft, bevorMerge(h; j) ausgef�uhrtwird. Der Satz 2 �ndet demnach auch hier seine Anwendung zum Beleg der5Ebd. ist die Anzahl der �ubrigen Operationen nicht analysiert worden.



20 3 DER WEAK-HEAPSORT ALGORITHMUSKorrektheit. Die Anzahl der Bitoperationen bleibt durch O(n) beschr�ankt, dajede Baumkante maximal zweimal (mittels Bitverschiebung und Inkrement um1) besucht wird.3.2.4 Die Funktion MergeForestFalls das Array von a[0]; : : : ; a[m] einen Weak-Heap repr�asentiert und a[0] alsWurzelelement entnommen wurde, so reorganisiert die folgende Prozedur6 denWeak-Heap mit neuer Wurzel a[m]:PROCEDURE MergeForest(m)x = 1WHILE (2x + Reverse[x] < m) DOx = 2x + Reverse[x]ODWHILE x > 0 DOMerge(m,x)x = x DIV 2ODEND MergeForest.In der ersten WHILE{Schleife wird der Weg beschrieben, der sich von demrechten Sohn der Wurzel (Index: 1) ausgehend ergibt, wenn man sich stets zumlinken Kind wendet und repr�asentiert somit S0. Sei dieser Pfad im folgendenspezieller Pfad (SP) gennant, und sei x das letzte Element auf diesem Pfad. DerArrayindex m soll zur neuen Wurzel werden und darf somit nicht Element vonSP sein. Die Arraydarstellung eines Weak-Heaps bewirkt, da� der h�ochste Indexm nicht mehr frei gew�ahlt werden kann, also ein bestimmtes Blatt repr�asentiert.Es ergeben sich drei F�alle (vergl. Abb.8):a) depth(x) = depth(m),b) x = bm=2c,c) (depth(x) 6= depth(m)) ^ (x 6= bm=2c):Da die Anzahl von Schl�usselvergleichen mit der Anzahl von Merge-Aufrufen�ubereinstimmt und diese sich wiederum aus der Tiefe von x berechnet, erh�altman unmittelbar folgendenSatz 6 MergeForest ben�otigt in den F�allen b) und c) dlog(m+1)e�1 Vergleiche,im Fall a) dlog(m+ 1)e Vergleiche.6Die Originalarbeiten beinhalten eine un�otige Zuweisung Reverse[m DIV 2] = 0 und eineunn�otige Abfrage IF (m >= 3).
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c)Abbildung 8: Die Lage von dem Knoten mit Index m zu dem mit Index x.Beweis: (Dutton (1992)) In den F�allen b) und c) liegen m und x auf unter-schiedlichen Leveln, d.h. depth(x) = depth(m) � 1 = dlog(m + 1)e � 1, in Falla) gilt hingegen depth(x) = depth(m) = dlog(m+ 1)e:2Beweistechnisch ist es h�au�g n�utzlich, eine Variante MergeForest�(m) vonMergeForest(m) zu betrachten, bei der das Vergleichselement a(m) vorher mit-tels Swap(a[0]; a[m]) an die Stelle 0 getauscht wurde. Die ProzedurMergeForest� gestaltet sich dann wie folgt:PROCEDURE MergeForest*(m)x = 1WHILE (2x + Reverse[x] < m) DOx = 2x + Reverse[x];ODWHILE x > 0 DOMerge(0,x) {* vorher: Merge(m,x) *}x = x DIV 2ODEND MergeForest*.3.2.5 Die Funktion WeakHeapSortDer Sortiervorgang ergibt sich nun aus einem einmaligen WeakHeapify undaufeinanderfolgenden Aufrufen von MergeForest.PROCEDURE WeakHeapSortWeakHeapifya[n] = a[0]FOR i = n-1 DOWNTO 2 DO MergeForest(i)END WeakHeapSort.Die Korrektheit dieses Verfahrens ergibt sich aus der Invarianz, da� nach demAufruf von MergeForest(i) immer ein Weak-Heap der Gr�o�e i in dem Array



22 3 DER WEAK-HEAPSORT ALGORITHMUSa[1]; : : : ; a[i] eingebettet ist. Allerdings repr�asentiert a[i] und nicht a[0] die Wur-zel. Somit liegt das i. - gr�o�te Element auch an Position i und mu� im Anschlu�nicht mehr als Wurzel entnommen werden.Die Analyse der best- und worst-case Anzahl von Operationen gr�undet sich aufeinige Vorbetrachtungen:Hilfssatz 3 nXi=1dlog ie = ndlogne � 2dlogne + 1: (5)Beweis: Als Idee dient die geschickte Aufteilung der Summe:
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2n- )*4(Abbildung 9: Geeignetes Zusammenfassen von Summanden.nXi=1dlog ie = dlog ne�1Xi=1 i2i�1 + dlogne(n� 2dlogne�1)= 12(dlog n�1eXi=1 i2i) + ndlogne � 12dlogne2dlogneHS2= 12((dlogne � 2)2dlogne + 2) + ndlogne � 12dlogne2dlogne= 12dlogne2dlogne � 2dlogne + 1 + ndlogne � 12dlogne2dlogne= ndlogne � 2dlogne + 1:2Folgerung 1 Sei k = dlogne, dann istn�1Xi=2 (dlog(i+ 1)e � 1) = nk � 2k � n+ 2: (6)Beweis: n�1Xi=2 (dlog(i+ 1)e � 1) = nXi=3(dlog(i)e � 1)



3.2 Einbettung in ein 1-dimensionales Array 23= nXi=3dlog(i)e � (n� 2)= nXi=1dlog(i)e � 1� n+ 2= nk � 2k � n+ 2:2Hilfssatz 4 Das Maximum von f(x) = x�2x+1; x 2 [0; 1] liegt bei x0 = � ln ln 2ln 2und f(x0) � 0:086013. Das Minimum der Funktion g(x) = f(x) � 1; x 2 [0; 1]liegt bei x1 = 0 mit g(x1) = �1.Beweis: f(x) = x� ex ln 2 + 1:f 0(x) = 1� ex ln 2 ln 2= 1� 2x ln 2:f 00(x) = �2x(ln 2)2:Nach dem notwendigen Kriterium f�ur ein Extremum f 0(x0) = 0 ergibt sich:1� 2x0 ln 2 = 02x0 = 1ln 2x0 ln 2 = ln 1� ln ln 2x0 = � ln ln 2ln 2 :F�ur x 2 [0; 1] ist f 00(x) kleiner als Null. Es gilt f(0) = f(1) = 0. Somit ist x0Maximalstelle und x1 Minimalstelle von f (als auch g) mit oben angegebenenFunktionswerten.Satz 7 Sei k = dlogne. Die minimale Anzahl von Schl�usselvergleichen vonWEAK-HEAPSORT f�ur alle n � 1 ist nk � 2k + 1 � n logn � n und die ma-ximale Anzahl von Schl�usselvergleichen von WEAK-HEAPSORT f�ur alle n � 1ist nk � 2k + n� k � (n� 1) logn+0:086013n. Der Unterschied zwischen dembest- und dem worst-case ist h�ochstens n� k � 1.Beweis: (Dutton (1992)) Da kein Vergleich f�ur n = 1 notwendig ist, geltendie angegebenen Formeln. Ist n � 2, dann ergibt sich die minimale Anzahl vonVergleichen unter Ausschlu� von WeakHeapify, wenn Fall a) nie eintritt, d.h.es gibt durch die Aufrufe MergeForest(i) f�ur i = n� 1; : : : ; 2 mindestensn�1Xi=2 (dlog(i+ 1)e � 1) = nk � 2k � n+ 2 (7)



24 4 VERBESSERUNGEN VON WEAK-HEAPSORTVergleiche. Zusammen mit den n � 1 Vergleichen, die zum Aufbau des Heapsben�otigt werden, sind dies mindestens nk � 2k + 1 Vergleiche f�ur den gesamtenSortieralgorithmus.F�ur alle n 2 N existiert ein x 2 [0; 1[, so da� dlogne = logn+ x. Damit istnk � 2k + 1 = n logn+ nx� n2x + 1= n logn+ n(x� 2x) + 1:Die reelle Funktion g(x) = x � 2x ist f�ur x 2 [0; 1[ nach unten durch �1 be-schr�ankt. Damit ist die Anzahl an Vergleichen gr�o�er als n logn� n.Eine obere Schranke f�ur die Anzahl von Vergleichen ergibt sich, falls f�ur jedenKnoten i, i = n� 1; : : : ; 2, Fall a) eintri�t. Allerdings tritt der g�unstige Fall b)oder c) mindestens einmal pro Level auf, n�amlich wenn m = 2l, l = 1; : : : ; k.Damit ist die worst-case Anzahl an Vergleichen durch (nk�2k+1)+n�1�k =nk � 2k + n � k beschr�ankt. F�ur alle n 2 N existiert wieder ein x 2 [0; 1[, soda�: nk � 2k + n� k = n logn+ nx� n2x + n� logn� x= (n� 1) logn+ n(x� 2x + 1)� x:Die reelle Funktion f(x) = x� 2x+1 ist nach oben durch 0.086013 beschr�ankt.Damit ist die Anzahl an Vergleichen geringer als (n� 1) log(n) + 0:086013n.24 Verbesserungen von WEAK-HEAPSORTDem Ersten geb�uhrt der Ruhm, auch wenn die Nachfolgeres besser gemacht haben. Arabisches SprichwortDer vorgestellteWEAK-HEAPSORTAlgorithmus nach Dutton birgt einige Ver-besserungsm�oglichkeiten, die im folgenden aufgezeigt und analysiert werden.4.1 Entsch�arfung des worst-caseDie Wegscha�ung des Schlimmen wird schon das Gute brin-gen. Johann Gottfried SeumeDie Idee ist es, in einem zumindest im worst-case auftretenden Fall von demurspr�unglichen Algorithmus abzuweichen.PROCEDURE MergeForest(m)x = 1



4.1 Entsch�arfung des worst-case 25WHILE 2x + Reverse[x] < m DO x = 2x + Reverse[x] ODIF (((m-1 = x) AND (m DIV 2 <> x)) AND (depth(x) = depth(m))THENWHILE x > 1 DOMerge(m-1, x DIV 2)x = x DIV 2ODswap(a[m],a[m-1])ELSEWHILE x > 0 DOMerge(m,x)x = x DIV 2ODFIEND MergeForest.Die beiden letzten Bedingungen der IF{Abfrage garantieren, da� der Fall a)(vergl. Abb.8) vorliegt, in dem sich die ung�unstige Vergleichszahl von dlog(m+1)e ergibt. In diesem Fall wird wiederum die Situtationm�1 = x herausge�ltert,d.h. x und m liegen im Array direkt nebeneinander. Anstatt m wird nun m� 1als Wurzelelement betracht und der SP verk�urzt sich entsprechend Fall b) um 1.Zum Ende des Verschmelzvorganges mittels Merge wird das maximale Elementvon Index m�1 auf den Platz m getauscht. Die Korrektheit des Ansatzes ergibtsich aus den folgenden �Uberlegungen:Die Weak-Heap Struktur mag zwar nach dem Verlassen der ProzedurMergeForest an der Stelle m�1 verletzt sein, doch wird dieser Index unmittel-bar beim darauf folgenden Aufruf zum neuen Parameter m0. In den urspr�ung-lichen F�allen a), b) als auch c) ergeben sich keine Probleme, da an den Wertvonm0 keine Anforderungen gestellt sind. Genauso unproblematisch ist der Fall,wenn die Spezialbehandlung mehrfach nacheinander auftritt, da das gr�o�te zu�ndende Element sich nicht an der Stelle m0 be�nden kann, die Elemente desSPs dominieren alle anderen Werte im Weak-Heap.Satz 8 Sei k = dlogne. Bei dem verbesserten WEAK-HEAPSORT Algorith-mus liegt die maximale Anzahl von Schl�usselvergleichen f�ur alle n � 1 unternk � 2k + n � 2k. Im Vergleich zu Satz 7 bedeutet dies also eine Verbesserungum einen Summanden der Gr�o�e k.Beweis: Eine obere Schranke f�ur die Anzahl von Vergleichen ergab sich, falls f�urjeden Knoten i, i 2 fn�1; : : : ; 2g, der Fall a) eintraf, jedoch mit der Ausnahme,da� Fall b) mindestens einmal pro Level vorliegen mu�te, n�amlich wenn m = 2l,l 2 f1; : : : ; kg.Es wird gezeigt da� in dem Fall m = 2l + 1, l 2 f1; : : : ; kg, ein Vergleicheingespart wird.



26 4 VERBESSERUNGEN VON WEAK-HEAPSORTIn diesem Fall be�nden sich nur noch zwei Knoten auf dem untersten Level: DerKnotenm und der Knotenm�1. Der spezielle Pfad endet auf dem Knotenm�1,da sonst Fall b) vorliegen w�urde. Demnach greift die Fallunterscheidung undanstelle von m wird der Weak-Heap anfangend an der Stelle m�1 reorganisiert.Es ergeben sich somit dlog(m + 1)e � 1 anstatt dlog(m + 1)e Vergleiche. Demworst-case wird also auf jedem Level ein weiteres Mal die M�oglichkeit 'entzogen',dlog(m+ 1)e Vergleiche zu erhalten. 2Die Tabellen 1 und 2 zeigen die Verteilungen der Vergleiche in dem alten bzw.in dem verbesserten Algorithmus auf. Dabei wurden zu n 2 f2; : : : ; 12g alle n!Permutationen erzeugt und die Vergleiche gez�ahlt. F�ur n 2 f2; 3; 4g f�allt dieobere (in der verbesserten Version gleich der unteren) Anzahl der ben�otigtenVergleiche f�ur alle Eingabepermutationen mit der unteren Schranke dlogn!e f�urallgemeine Sortierverfahren zusammen. F�ur gr�o�ere Werte von n wird auf dieseuntere Schranke mit dem K�urzel US in den Tabellen hingewiesen.4.2 Best-case bei linearem ZusatzspeicherWollen wir nicht w�urfeln, damit der Beste auch eine Chan-ce hat? Thomas FinkenstaedtDie Idee wird ausgebaut: Jedesmal soll nun in dem Fall a) mit der Hilfe eineslinear gro�en Arrays (a[n+ 1]; : : : ; a[2n]) von dem urspr�unglichen Algorithmusabgewichen werden. Da die Indizes auf dem letzten Level aufgrund der Belegungder Reversebits stark variieren, wird ein Boole'sches Array Exist zur Kontrolleder noch g�ultigen Stellen verwaltet. Ist Exist[i] wahr, so ist der Schl�ussel an derStelle i noch nicht in den Bereich n+1; : : : ; 2n getauscht, sprich f�ur den aktuel-len Weak-Heap noch g�ultig. Der Sprung von einer g�ultigen Stelle zur n�achstenwird durch eine Schleifenvariable call organisiert. Die MergeForest Prozedurgestaltet sich wie folgt:PROCEDURE MergeForest(m)x = 1WHILE 2x + Reverse[x] < m DO x = 2x + Reverse[x] ODIF ((m DIV 2 <> x) AND (depth(x) = depth(m))THENtemp = xWHILE x > 1 DOMerge(temp, x DIV 2)x = x DIV 2ODswap(a[2n - call],a[temp])exist[temp] = 0ELSE



4.2 Best-case bei linearem Zusatzspeicher 272 3 4 5 6 7 8 9 10 11 121 123 645 126 127 US8 489 7210 US11 16812 40813 144 US14 50415 204016 2136 US17 360 100818 806419 18144 US20 1195221 1152 532822 60090 US23 16353624 12091225 13008 3081626 418176 US27 139430428 137155229 381984 179424 US30 31968 287212831 1137494432 1549248033 8283456 95212834 1608960 1751865635 105408 8587968036 16616025637 14437900838 5516563239 853152040 414720Tabelle 1: Verteilung von Vergleichen nach Dutton.



28 4 VERBESSERUNGEN VON WEAK-HEAPSORT2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 121 123 645 2467 US8 120910 US11 7201213 US14 360015 144016 US17 1440018 2160019 4320 US2021 10080022 210240 US23 518402425 86400026 2139840 US27 6249602829 748800030 2131776031 989280032 12182403334353637383940 Tabelle 2: Verteilung von Vergleichen beim verbesserten Algorithmus.



29WHILE x > 0 DOMerge(m,x)x = x DIV 2ODSwap(a[2n - call], a[m])exist[m] = OFIEND MergeForest.Die Bedingungen der IF{Abfrage garantieren hier wiederum, da� der Fall a)vorliegt. Nun wird temp = x zur ausgezeichneten Wurzelstelle, und der SPverk�urzt sich entsprechend. Da gen�ugend Zusatzspeicherplatz (a[n]; : : : ; a[2n])vorhanden ist, kann in allen F�allen das maximale Element dorthin geschriebenwerden und die Stelle durch eine Markierung als f�ur den Algorithmus nicht mehrexistierend gekennzeichnet werden. Die �au�ere Schleifei = n-1call = 0WHILE i > 1 DOWHILE exist[i] = 0 DO dec(i)inc(call)MergeForest(i)ODorganisiert dann die Sortierung.Die amortisierten Kosten (vergl. Cormen (1990)) der verschachtelten Schleifesind kleiner als 2n 2 O(n), da pro Aufruf von MergeForest nur ein Wert vonExist auf Null gesetzt werden kann.Der Algorithmus erreicht immer exakt seine best-case Vergleichsanzahl vonndlogne � 2dlogne + n� dlogne.Nat�urlich ist dieser Sortierungsalgorithmus eher von theoretischer Bedeutung,da ein linearer Zusatzspeicher f�ur allgemeine Schl�usselvergleichsverfahren nichtzul�assig ist.Auch andere HEAPSORT{Varianten werden mit Zusatzspeicher in dieser Gr�o-�enordnung bedeutend schneller: Die L�ucke, die sich durch die Entnahme einesWurzelelementes ergibt, kann z.B. durch einen einzigen Vergleich der Kinderuntereinander geschlossen werden.5 Die best-case Analyse vonWEAK-HEAPSORTAm Anfang der Forschung steht das Staunen. Pl�otzlich f�allteinem etwas auf. Wolfgang Wickler



30 5 DIE BEST-CASE ANALYSE VON WEAK-HEAPSORTDieser Abschnitt liefert den Beleg, warum bei aufsteigender Vorsortierung deszu sortierenden Arrays der Gr�o�e n immer der best-case an Schl�usselvergleichengegeben ist.Damit nach der Generierung mittels WeakHeapify der g�unstige Fall b) (vergl.Abb. 8) vorliegen kann, mu� n � 1 2 Sroot(T ) = S0 = SP liegen, d.h. dasRouting mittels aufeinanderfolgenden 2i+ Reverse[i]{ Schritten mu� von demIndex 1 ausgehend an der Stelle n�1 enden. Hieraus l�a�t sich die Belegung vonReverse[i] f�ur i 2 SP aus der Bin�arcodierung von n � 1 bestimmen. Sei dazuf�ur einen Knotenindex v mit b = bin(v) die zugeh�orige Bin�ardarstellung undumgekehrt zu gegebener Bin�ardarstellung b = bk : : : b0 mit (b)2 = (bk : : : b0)2der Index in der urspr�unglicher Darstellung bezeichnet.Satz 9 Sei f : R! R stetig monoton steigend mit der Eigenschaft:(*) f(x) 2 Z =) x 2 Z:Dann gilt: bf(x)c = bf(bxc)cBeweis: (Graham (1989)). Wenn x = bxc, dann ist nichts zu beweisen. Aus derMonotonie folgt f�ur x > bxc: f(x) > f(bxc). Da auch die untere Gau�klammereine monoton nicht fallende Funktion ist gilt: bf(x)c � bf(bxc)c. Annahme:bf(x)c > bf(bxc)c. Dann ist bf(x)c � bf(bxc)c + 1 > f(bxc). Sicherlich gilt:bf(x)c � f(x). Somit ist aufgrund der Stetigkeit von f der Zwischenwertsatzanwendbar, d.h. es existiert ein y mit bxc < y � x und f(y) = bf(x)c. DieBedingung (*) zieht nach sich, da� y ganzzahlig seien mu�, was im Widerspruchzur Wahl von y steht. 2Folgerung 2 Sei m 2 R, dann gilt:bbxc �m2 c = bx�m2 c:Hilfssatz 5 Sei n�1 = (bk : : : b0)2 mit k = blog(n�1)c. Wenn Reverse[bn�12i c] =bi�1 f�ur i 2 f1; : : : ; kg ist, dann ist n� 1 das letzte Element von SP.Beweis: Die Menge P = fbn�12i c j i 2 f1; : : : ; kgg beschreibt den Weg von demIndex n� 1 zur�uck zum Index 1, dabb n�12i�1 c2 c = bn� 12i c (8)nach Folgerung 2 gilt und mit ba=2c jeweils das Elternteil zu a bestimmt wird.Weiterhin gilt (� steht mod, r f�ur Reverse):n� 1� 2 = b0 ) n� 1 = 2bn�121 c+ b0 = 2bn�121 c+ r[2bn�121 c]bn�121 c � 2 = b1 ) bn�121 c = 2bn�122 c+ b1 = 2bn�122 c+ r[2bn�122 c]: : : = : : : ) : : : = : : : = : : :b n�12k�1 c � 2 = bk�1 ) b n�12k�1 c = 2bn�12k c+ bk�1 = 2 � 1 + r[1]:



31Damit wird jedoch der Spezielle Pfad SP (r�uckw�arts gelesen) beschrieben undn� 1 ergibt sich als dessen letztes Element, es ist P = SP .2Hilfssatz 6 Seien Knoten i; j mit i 6= j und gleicher H�ohe height(i) = height(j)im Baum T gegeben, dann gilt Gparent(i) 6= Gparent(j).Beweis: Annahme, es g�abe i; j 2 T mit i 6= j und height(i) = height(j) undGparent(i) = Gparent(j). Dann ergeben sich folgenden M�oglichkeiten:i linkes und j rechtes Kind: Per De�nition der Relation Gparent gilt somitaber height(i) > height(j), Widerspruch.i rechtes und j linkes Kind: Analog.i rechtes und j rechtes Kind: Per De�nition der RelationGparent gilt dannaber Parent(i) = Parent(j) und somit i = j, Widerspruch.i linkes und j linkes Kind: De�niere i0 := Parent(i) und j0 := Parent(j).Falls i0 = j0, dann ist auch i = j, Widerspruch. Sonst iteriere die Fallun-terscheidung mit i0 und j0, Wenn sich f�ur sie ein Widerspruch ergibt, soauch f�ur i und j.Sp�atestens an der Wurzel kann der letzte Fall nicht mehr eintreten, d.h. dieAnnahme ist widerlegt und der Satz bewiesen.2Diese Aussage lie�e sich auch daraus schlu�folgern, da� die Menge Si aus denKnoten, die i als gemeinsamen Gparent besitzen, einen Pfad bilden.Nun kann gezeigt werden, da� die Bedingung von Hilfsatz 5 bei einem vorsor-tierten Array nach Abschlu� der Generierungsphase erf�ullt sind.Hilfssatz 7 Sei n�1 = (bk : : : b0)2 mit k = blog(n�1)c, P = fb(n�1)=2ic j i 2f1; : : : ; kgg der Weg von Index n� 1 zu Index 1. Bei einer Initialkon�gurationa[i] = i; i 2 f0; : : : ; n� 1g, gilt nach Beendigung von WeakHeapify:a) Reverse[0] = 0,b) Reverse[j] = 1, j =2 P ,c) Reverse[n� 1] = 1 und Reverse[bn�12i c] = bi�1, i 2 f1; : : : ; kg.Beweis:zu a) Reverse[0] kann nur 0 sein, da Merge(i; j) nur das Reversebit des zwei-ten Parameters setzt und Merge(Gparent(0); 0) nicht aufgerufen wird.



32 5 DIE BEST-CASE ANALYSE VON WEAK-HEAPSORTzu b) Mit j 2 fbn�12 c+1; : : : ; n� 1g werden die Indizes der Bl�atter des initia-len Bin�arbaumes beschrieben. Aufgrund der Vorsortierung gilt f�ur alle i,j mit i < j : a[i] < a[j], d.h. insbesondere f�ur alle j: a[Gparent(j)] < a[j].Alle Bl�atter haben die gleiche H�ohe 0 im Baum, so da� sich nach Hilfssatz6 f�ur paarweise verschiedene Bl�atter auch paarweise verschiedene Gro�el-tern ergeben. Mit eventueller Ausnahme von bn�12 c (n ungerade) wechselnsomit alle Werte von inneren Knoten in die Bl�atter und umgekehrt. DasReversebit wird also f�ur die Bl�atter gesetzt. DaGparent(j) = � Gparent(Parent(j)) falls j linkes Kind,Parent(j) falls j rechtes Kindgilt, sind die Gro�eltern aller Bl�atter, die linke Kinder sind, per De�nitiondie Gro�eltern der Gro�eltern ihrer rechten Geschwister. Aufgrund derVorsortierung gilt demnach au�er f�ur die Bl�atter wieder a[Gparent(j)] <a[j]. Da die Elemente der H�ohe 1 sich jeweils aus den rechten Blattkin-dern durch Vertauschung ergeben, gilt auch f�ur diese Elemente, da� dierechten Knoten ihre linken Geschwister dominieren. Damit l�a�t sich dasobige Verfahren jedoch iterieren und alle Reversebits f�ur Elemente j =2 Pwerden gesetzt.zu c) F�ur Elemente j aus dem durch n�1 beschriebenen Pfad P sind die durchj beschriebenen Teilb�aume nicht immer vollst�andig und somit nicht immerlinke und rechte Kinder vorhanden. Betrachte nun den Pfad P bottom{up.Das Reversebit des Blattes n � 1 wird gesetzt, d.h. Merge(Gparent(n�1); n � 1) wird durchgef�uhrt. Falls n � 1 � 2 = b0 = 1 (� steht wiederf�ur mod), so f�uhrt der Weg vom rechten Kind zum Elternteil (Fall i)) undsonst vom linken Kind(Fall(ii)):i) Keine �Anderung der Argumentation zu Fall b), d.h. das Reversebit wirdauch noch in der n�achsten Stufe gesetzt.ii) Nun dominiert a[Gparent(n� 1)] = n� 1 alle folgenden Elemente desPfades P , insbesondere a[b(n� 1)=2c]. Demnach kann a[b(n� 1)=2c]nicht mehr mit a[Gparent(n�1)] getauscht werden, d.h.Reverse[b(n�1)=2c] wird auf 0 gesetzt.F�ur den weiteren Verlauf des Pfades P l�a�t sich wie folgt analog schlie�en:F�uhrt der Weg von einem rechten Kind b(n�1)=2i�1c zum Elternteil b(n�1)=2ic, d.h. b(n� 1)=2i�1c � 2 = bi�1 = 1, so wird das Reversebit an derStelle b(n�1)=2ic gesetzt. F�uhrt hingegen der Weg vom linken Kind b(n�1)=2i�1c zum Elternteil b(n�1)=2ic, d.h. b(n�1)=2i�1c�2 = bi�1 = 0, sokann es an der Stelle b(n�1)=2ic nicht gesetzt werden, da a[Gparent(b(n�1)=2i�1c)] alle folgenden Elemente des Pfades P , insbesondere a[b(n �1)=2i�1c] dominiert. In allen F�allen gilt Reverse[b(n� 1)=2ic] = bi�1. 2



33Hilfssatz 8 Sei n� 1 = (bk : : : b0)2 mit k = blog(n� 1)c. Es gilt:Gparent(n� 1) = bn� 12i� c ; mit i� = maxfi j bi�1 6= 0gund Gparent(bn� 12i� c) = bn� 12j� c ; mit j� = maxfj > i� j bj�1 6= 0g:Beweis: Nach De�nition von Gparent gilt:Gparent(bn� 12i c) = � Gparent(bn�12i+1 c) falls bi = bn�12i c � 2 = 1bn�12i+1 c falls bi = bn�12i c � 2 = 0und somit folgt die Behauptung induktiv. 2Hilfssatz 9 Sei n 2 N mit n � 1 = (bn;kn : : : bn;0)2 und kn = blog(n � 1)c,sowie i� = maxfi j bn;i�1 � bn�1;i�1 = 1g (� steht f�ur EXOR). Dann gilt:1. F�ur alle j � i�: bn;j�1 � bn�1;j�1 = 1.2. F�ur alle j > i�: bn;j�1 � bn�1;j�1 = 0.Beweis: Eine Betrachtung der Bin�araddition von n�2 = (bn�1;kn�1 : : : bn�1;0)2mit (dkn ; : : : ; d0)2 = (0 : : : 0 1)2 liefert nach der Schulmethode f�ur die Stelle i:bn;i = bn�1;i � di � ci�1, wobei ci der i-te �Ubertrag ist und c�1 = 0. Somitwird ci genau an der ersten Stelle i� verschluckt, wo bn�1;i = 0 gilt. Bis dorthinist bn�1;j 6= bn;j = 1 und ab dort ist bn�1;j = bn;j . Demnach ist i� = maxfi jbn;i�1 = 0g = maxfi j bn;i�1 � bn�1;i�1 = 1g. 2Hilfssatz 10 Sei n 2 N mit n�1 = (bn;kn : : : bn;0)2 und kn = blog(n�1)c. Seidesweiteren a[i] = i f�ur i 2 f0; : : : ; n�1g eine Eingabe f�ur WEAK-HEAPSORT.Nach dem Aufruf der Prozedur Heapify �ndet sich das Element n � 2 an derStelle bn�12i� c mit i� = maxfi j bn;i�1 � bn�1;i�1 = 1g.Beweis: Fallunterscheidung:n� 1 6= 2k: Es ist k = kn = kn�1 und vereinfachenderweise n�1 = (bk : : : b0)2 =(bn;kn : : : bn;0)2 und n� 2 = (ck : : : c0)2 = (bn�1;kn�1 : : : bn�1;0)2.Im Fall b0 = 1 ist n�1 rechtes und n�2 linkes Kind, also Parent(n�2) =Parent(n� 1) = Gparent(n� 1) und somitGparent(n� 2) = Gparent(Parent(n� 2))= Gparent(Parent(n� 1))= Gparent(Gparent(n� 1)):



34 5 DIE BEST-CASE ANALYSE VON WEAK-HEAPSORTSomit gelangt das Element n� 2 �uber die Position Gparent(n� 2) letzt-endlich an die Position Gparent(n � 1) = bn�121 c, da es dort mit demElement n � 1 verglichen wird. Andererseits ist b0 � c0 = 1 und f�ur allei 2 f1; : : : ; n � 1g gilt: bi = ci. Demnach ist i� = maxfi j bi�1 � ci�1 =1g = 1.Im Fall b0 = 0 ist n � 1 linkes und n � 2 rechtes Kind. Genauer: Es istn� 1 so lange linkes Kind, wie n� 2 rechtes Kind ist, d.h. es gilt so langeParent(b n�12i�1 c) 6= Parent(b n�22i�1 c) wie ci�1 = 1 und bi�1 = 0 sind, also biszu der Stelle b n�12i��1 c mit i� = maxfi j bi�1 � ci�1 = 1g = maxfi j bi�1 6=0g. Dort ist Parent(b n�22i��1 c) = Parent(b n�12i��1 c) also bn�22i� c = bn�12i� c.Nach Hilfssatz 8 ist Gparent(n � 1) = bn�12i� c. Sei j� = maxfj > i� jbj�1 6= 0g. Es gilt:Gparent(Gparent(n� 1)) = Gparent(bn� 12i� c)= bn� 12j� c= Gparent(bn� 22i��1 c):Somit gelangt das Element n�2 �uber die Positionen bn�22j c, j 2 f1; : : : i��1g und bn�12j� c schlie�lich an die Position bn�12i� c, da es mit dem dann dort-stehenden Element n � 1 verglichen wird und folglicherweise die Pl�atzetauschen mu�.n� 1 = 2k: Es ist k = kn = kn�1+1 und n�1 = (bk : : : b0)2 = (bn;kn : : : bn;0)2,n � 2 = (ck�1 : : : c0)2 = (bn�1;kn�1 : : : bn�1;0)2. Weiterhin ist n � 1 =(1 0 : : : 0)2, und somit gilt nach Hilfssatz 8 Gparent(n � 1) = 0. Da f�urdas Element n � 2 = (ck�1 : : : c0)2 = (1 : : : 1)2 immer Parent(b n�22i�1 c) =Gparent(b n�22i�1 c) gilt, landet n � 1 erst vor dem Vergleich Gparent(1) =0 = (0)2 mit 1 = (1)2 auf dem durch n � 1 beschriebenen Pfad SP =fbn�12i c j i 2 0; : : : ; kg. In �Ubereinstimmung mit i� = k� 1 verbleibt es ander Position 1 = b n�12k�1 c. 2Hilfssatz 11 Sei n 2 N mit n � 1 = (bn;kn : : : bn;0)2 und kn = blog(n � 1)c.Sei desweiteren a[i] = i f�ur i 2 f0; : : : ; n� 1g eine Eingabe f�ur WEAK-HEAP-SORT. Sei weiterhin i� = maxfi j bn;i�1� bn�1;i�1 = 1g. Nach dem Aufruf derProzedur Heapify gilt folgende Monotonieeigenschaft: a[bn�12j c] > a[bn�12i c] f�urj < i � i�.Beweis: Die Menge SP = fbn�12i c j i 2 f0; : : : ; kgg beschreibt den Weg von demIndex n� 1 zur�uck zum Index 1. Nach Hilfssatz 5 ist n� 1 das letzte Elementvon SP , also gilt P = SP .Sei n� 1 rechtes Kind. Dann wird es mit dem Element bn�121 c+ 1 an die Stellebn�121 c getauscht. Es gilt: 1 = i� = maxfi j bn;i�1 � bn�1;i�1 = 1g, d.h nach



35Hilfssatz 10 gelangt das Element n�2 in der n�achsten Stufe an die Stelle bn�121 c.Nun ist der Schl�ussel n � 2 an Stelle bn�121 c gr�o�er als bn�121 c + 1, welches jaan Stelle n � 1 steht. Daher gilt nach dem Aufruf der Prozedur Heapify f�urj < i = i� die Eigenschaft a[bn�12j c] > a[bn�12i c].Ist n � 1 linkes Kind, so gelangt nach Hilfssatz 10 das zweitgr�o�te Elementn � 2 nach der Generierungsphase an die Stelle bn�12i� c = Gparent(n � 1) miti� = maxfi j bn;i�1� bn�1;i�1 = 1g. Sei i < i� gegeben, d.h. bn�12i c 2 SP . Dannmu� jeweils das gr�o�te Element des rechten Teilbaumes an die Stelle bn�12i cbef�ordert werden, da sonst die Weak-Heap Eigenschaft (W1) nicht zutre�enkann. Deshalb gilt: a[bn�12i c] = maxfk j k 2 rT (bn�12i c)g = (bn�12i c + 1)2i.Man beachte, da� die durch bn�12i c beschriebenen Teilb�aume vollst�andig sindund wegen der Vorsortierung das gr�o�te Element in rT (bn�12i c) in der H�ohe 0�au�erst rechts zu �nden ist. Damit gilt jedoch f�ur j < i < i� die Eigenschafta[bn�12j c] > a[bn�12i c]. Weil a[bn�12i� c] = n� 2 ist, gilt diese Eigenschaft auch f�urj < i = i�. 2Folgerung 3 Sei n 2 N mit n� 1 = (bn;kn : : : bn;0)2 mit kn = blog(n� 1)c. Seidesweiteren a[i] = i f�ur i 2 f0; : : : ; n�1g eine Eingabe f�ur WEAK-HEAPSORT.Nach dem Aufruf der Prozedur Heapify ergibt sich im ersten MergeForest�-Schritt die folgenden Kette von Transpositionen:� bn;0�bn�1;0Gparent(bn�121 c)=0;bn�121 c� : : : �� bn;kn�1�bn�1;kn�1Gparent(bn�12kn c)=0;bn�12kn c=1;wobei �ai;j die a-mal angewendete Transposition von den Stellen i und j f�uri; j 2 f0; : : : ; n� 1g bezeichnet und die Transpositionen auf eine links stehendeEingabe angewendet werden.Beweis: Nach Hilfssatz 7 in Verbindung mit Hilfssatz 5 tritt bei Vorsortierungim ersten MergeForest�-Schritt Fall b) ein.Die Monotonie a[bn�12j c] > a[bn�12i c] f�ur j < i < i� besagt, da� alle Vertauschun-gen auf den r�uckw�arts betrachteten Pfad SP von a[bn�12j c] und a[0] durchgef�uhrtwerden, da an der Wurzel immer ein kleineres Element steht als das n�achst fol-gende auf SP. Nach Hilfssatz 9 gilt f�ur diese j aber auch bn;j�1 � bn�1;j�1 = 1,d.h. die zugeh�orige Transposition erscheint in der Kette.An der Stelle bn�12i� c liegt das maximale Element n � 2. Es wird an die Wurzelgetauscht. Per De�nition von i� gilt aber auch bn;i��1 � bn�1;i��1 = 1.Alle nun folgenden Elemente von SP k�onnen nicht mehr an die Wurzel gelangen.Dies steht in �Ubereinstimmung mit Hilfssatz 9, der sagt, da� f�ur alle j > i�:bn;j�1 � bn�1;j�1 = 0 gilt.Somit sind die sich durch den Fall b) ergebenden Vertauschungen korrekt durchdie angegebenen Transpositionen beschrieben. 2Zusammenfassend gilt:



36 5 DIE BEST-CASE ANALYSE VON WEAK-HEAPSORTSatz 10 Sei n 2 N mit n� 1 = (bn;k : : : bn;0)2 mit kn = blog(n� 1)c. Deswei-teren de�niere die folgenden Permutationen:Heapi(n) := �1Gparent(n�1);n�1 � �1Gparent(n�2);n�2 � : : : �� bn;0Gparent(bn�121 c);bn�121 c � �1Gparent(bn�121 c�1);bn�121 c�1 � : : : �� bn;1Gparent(bn�122 c);bn�122 c � �1Gparent(bn�122 c�1);bn�122 c�1 � : : : �...� bn;kn�2Gparent(b n�12kn�1 c);b n�12kn�1 c�� bn;kn�10;1und Swap(0; n� 1) := �0;n�1, letztendlichCaseB(n) := � bn;0�bn�1;0Gparent(bn�121 c)=0;bn�121 c�...� bn;kn�1�bn�1;kn�10;1 ;wobei �ai;j die a-mal angewendete Transposition von den Stellen i und j f�uri; j 2 f0; : : : ; n� 1g bezeichnet und die Transpositionen auf eine links stehendeEingabe angewendet werden.Sei desweiteren a[i] = i f�ur i 2 f0; : : : ; n� 1g eine Eingabe f�ur WEAK-HEAP-SORT.Dann werden die in der Aufbauphase durchgef�uhrten Vertauschungen korrektdurch Heapi(n) und die in dem ersten Auswahlschritt durchgef�uhrten Vertau-schungen korrekt durch die Hintereinanderausf�uhrung von Swap(0; n � 1) undCaseB(n) beschrieben.Beweis: Hilfssatz 7 belegt die richtige Beschreibung der Aufbauphase Heapifybei gegebener Vorsortierung durch Heapi(n).Die Wurzelentnahme wird durch Swap(0; n� 1) geregelt, d.h. das maximale ander Wurzel stehende Element wird an die Stelle n�1 getauscht und im weiterenVerlauf nicht mehr ber�ucksichtigt.Nach dem Hilfsatz 3 wird der sich nach Hilfssatz 5 auftretende Fall b) durchCaseB(n) korrekt beschrieben. 2Hilfssatz 12 Sei ein Weak-Heap der Gr�o�e n gegeben und P der Pfad von derWurzel zu einen Blatt.Es gilt f�ur alle x 2 P und alle y =2 P :1. Gparent(x) 6= y:2. Wenn y < x ist, dann ist auch Gparent(x) 6= Gparent(y):



37Beweis:zu 1: Da Gparent(x) = � Gparent(Parent(x)) falls x linkes KindParent(x) falls x rechtes Kindist induktiv mit x 2 P auch Gparent(x) 2 P .zu 2: Wenn Gparent(y) =2 P , folgtGparent(x) 6= Gparent(y) unmittelbar nach1. Sei also Gparent(y) 2 P (*). Es ergeben sich zwei F�alle:y liegt in einem rechten Teilbaum T von P , d.h. es existiert ein r 2P mit root(T ) = rchild(r). F�ur alle w 2 T gilt w =2 P . Das hat zwei-erlei Konsequenzen: Einerseits ist wegen (*) y 2 Sr und andererseitsgilt f�ur alle v 2 Sr : v =2 P . Damit gilt f�ur alle x 2 P : Gparent(x) 6=Gparent(y).y liegt in einem linken Teilbaum T von P , d.h. es existiert ein r 2P mit root(T ) = lchild(r). F�ur alle w 2 T gilt w =2 P . Damit istGparent(y) = Gparent(r). Der Index von r in SGparent(r) ist abermaximal mit der Eigenschaft, in P zu liegen. Damit gilt f�ur alle x 2 Pmit x > y : Gparent(x) 6= Gparent(y).2Folgerung 4 F�ur alle p 62 SP = fbn�12i c j i 2 f0; : : : ; blog(n� 1)cg gilt:1. p 6= n� 1 6= Gparent(p),2. p 6= Gparent(n� 1) 6= Gparent(p),3. p 6= bn�12i c und wenn bn�12i c > p ist, dann gilt bn�12i c 6= Gparent(p),4. p 6= Gparent(bn�12i c) und wenn bn�12i c > p ist, dann gilt Gparent(bn�12i c) 6=Gparent(p):Beweis: Da n�1, Gparent(n�1), bn�12i c und Gparent(bn�12i c) 2 SP sind, gilt:p 62 fn� 1; Gparent(n� 1); bn�12i c; Gparent(bn�12i cg.1. Da n� 1 > p > Gparent(p) ist, gilt: n� 1 6= Gparent(p).2. Nach Hilfssatz 12 und der Ungleichung aus 1: gilt: Gparent(n � 1) 6=Gparent(p).



38 5 DIE BEST-CASE ANALYSE VON WEAK-HEAPSORT3. Es ist bn�12i c > p > Gparent(p):4. Nach Hilfssatz 12 und der Ungleichung aus 3: gilt: Gparent(bn�12i c) 6=Gparent(p):2Die Transposition von den Stellen i und j (�i;j) wird im folgenden durch denZykel (i j) beschrieben werden. Die Beschreibung einer Permutation durchpaarweise disjunkte Zykel ist eindeutig.De�nition 4 Die Transpositionen (i j) und (k l) kollidieren, wenn fi; jg \fk; lg 6= ;.Hilfssatz 13 (i j) � (j k) = (i k) � (i j);(j k) � (i j) = (i j) � (i k):Beweis: Die Zusammenfassung in 3er{Zykel o�enbart:(i j) � (j k) = (i j k) = (i k) � (i j);(j k) � (i j) = (i k j) = (i j) � (i k):2Hilfssatz 14Heapi(n) � (0 n� 1) = (Gparent(n� 1) n� 1) � (Heapi(n)): (9)Beweis: Idee: Die Transposition (Gparent(n�1) n�1) soll sukzessiv durch dieKette der Transpositionen in Heapi(n) geschleift werden. Dabei soll schleifenbedeuten, da� die Transpositionen in Heapi(n) unver�andert bleiben sollen und(Gparent(n� 1) n� 1) gem�a� Hilfssatz 13 propagiert werden soll.Bezeichne mit ��i , i 2 fn � 1; : : : ; 1g, die Transposition, die sich aus ��n =(Gparent(n � 1) n � 1) nach der Verbindung von (Gparent(i) i) und ��i+1ergibt. Es ist zu zeigen, da� ��1 = (0 n� 1).Betrachte als erstes die Elemente der H�ohe 0. Die Transposition��n = (Gparent(n � 1) n � 1) ist gleich der ersten Transposition in Heapi(n).Setze somit auch ��n�1 = (Gparent(n� 1) n� 1).F�ur die Elemente k 2 fn� 2; : : : ; bn�12 c� 1g ergibt sich nach Folgerung 4 keineKollision zwischen ��k+1 = ��n+1 und (Gparent(k) k).Betrachte nun die Elemente der H�ohe 1. F�ur das Element bn�12 c ergibt sich nachHilfssatz 8 eine Kollision, wenn b0 6= 0 ist.Dann setze ��bn�12 c = (Gparent(bn�12 c) n� 1), sonst setze ��bn�12 c = ��n�1.



39F�ur die Elemente k 2 fbn�12 c + 1; : : : bn�14 c � 1g ergibt sich nach Folgerung 4wiederum keine Kollision zwischen ��k+1 und (Gparent(k) k).Nach Hilfssatz 8 ver�andert sich �� f�ur die H�ohen i = 2; : : : ; blog(n� 1)c nur beiden Elementen bn�12i c, bei denen bi�1 6= 0 gilt. Also folgt:��bn�12i1 c = (Gparent(bn� 12i1 c) n� 1) f�ur i1 = maxfi j bi�1 6= 0g��bn�12i2 c = (Gparent(bn� 12i2 c) n� 1) f�ur i2 = maxfi > i1 j bi�1 6= 0g... ...��1 = ��bn�12j c = (Gparent(bn� 12j c) n� 1) f�ur j = minfi j bi�1 6= 0g:Da Gparent(bn�12j c) = Gparent(1) = 0 ist, folgt die Behauptung. 2Folgerung 5 F�ur alle s 2 SP = fbn�12i c j i 2 f0; : : : ; blog(n � 1)cg de�nieredas s{te Endst�uck Heapis(n) von Heapi(n) durchHeapis(n) := �1Gparent(s);s � �1Gparent(s�1);s�1 � : : : �� bn;0Gparent(b s21 c);bn�121 c � �1Gparent(b s21 c�1);b s21 c�1 � : : : �...� bn;kn�10;1 :Dann gilt:Heapis(n� 1) � (0 s) = (Gparent(s) s) � (Heapis(n� 1)): (10)Beweis: Da s = bn�12i c f�ur ein i 2 f0; : : : ; blog(n � 1)cg ist, �ubertr�agt sich dieArgumentation des Hilfssatzes 14 direkt. 2Hilfssatz 15 Sei n 2 N mit n � 1 = (bn;kn : : : bn;0)2 und kn = blog(n � 1)c.Genau dann, wenn bn�12i c 6= bn�22i c gilt, ist bn;i�1 = 0 und bn�1;i�1 = 1.Beweis: Dann: Wenn bn�12i c 6= bn�22i c gilt, dann ist b n�12i�1 c linkes Kind vonbn�12i c und b n�22i�2 c rechtes Kind von bn�22i c. Damit sind aber bn;i�1 = 0 undbn�1;i�1 = 1.Genau dann: Wenn bn;i�1 = 0 und bn�1;i�1 = 1 sind, so gilt nach Hilfssatz 9f�ur alle j < i bn�1;j�1 � bn;j�1 = 1. Gleichzeitig ist n � 1 = (bn;kn : : : bn;0)2 =(bn�1;kn�1 : : : bn�1;0)2 + (1)2 = n� 2 + 1. Der �Ubertrag an der Stelle i entstehtsomit, d.h bn�12i c = (bn;kn : : : bn;i)2 6= (bn�1;kn�1 : : : bn�1;i)2 = bn�22i c.2



40 5 DIE BEST-CASE ANALYSE VON WEAK-HEAPSORTHilfssatz 16Heapi(n� 1)�1 � (Gparent(n� 1) n� 1) �Heapi(n) = (CaseB(n))�1:Beweis: Fallunterscheidung:n� 1 6= 2k Es ist wieder k = kn = kn�1 und vereinfachenderweise n � 1 =(bk : : : b0)2 und n� 2 = (ck : : : c0)2.Betrachte die Elemente der H�ohe 0. Die Transposition (Gparent(n�1) n�1) kann als eliminiert angesehen werden, da sie zweifach hintereinanderauftaucht.F�ur die Elemente k 2 fn�2; : : : ; bn�12 c�1g gilt, da� (Gparent(k�1) k�1)sowohl in Heapi(n) als auch in Heapi(n � 1) auftaucht, so da� sie sichgegenseitig aufheben.Betrachte nun die Elemente der H�ohe 1. Wenn b0 6= 0 (impliziert c0 6= 1),so folgt nach Hilfssatz 15, da� bn�12 c = bn�22 c, d.h. die Transposition(Gparent(bn�12 c) bn�12 c) und die Transposition (Gparent(bn�22 c) bn�22 c)sind identisch. Sie tritt einmal in der Vielfachheit b0 und einmal in derVielfachheit c0 also insgesamt in der Vielfachheit b0 � c0 auf.Wenn b0 = 0 (also c0 = 1), so folgt bn�12 c 6= bn�22 c = bn�12 c + 1,d.h. die Transposition (Gparent(bn�22 c) bn�22 c) und die Transposition(Gparent(bn�12 c+ 1) bn�12 c+ 1) sind identisch. Sie tritt in der Vielfach-heit 1 + c0 = 2 auf und kann eliminiert werden. Dagegen tritt(Gparent(bn�12 c) bn�12 c) mit der Vielfachheit 1 = b0 � c0 in (Heapi(n�1))�1 auf, in Heapi(n) hingegen nicht. Die Folgerung 5 zeigt auf, wiedas Element (Gparent(bn�12 c) bn�12 c) mit der Vielfachheit 1 = b0 � c0zum Ende von Heapi(n) getragen werden kann. Es bildet dort das letzteElement von (CaseB(n))�1.F�ur die nun folgenden Elemente k 2 fbn�12 c+ 1; : : : ; bn�14 c � 1g tauchendie Paare (Gparent(k� 1) k� 1) wieder sowohl in Heapi�(n) als auch inHeapi(n� 1) auf. Sie k�onnen somit gestrichen werden.F�ur die H�ohe i = 2; : : : ; blog(n�1)c folgt durch Kontraposition f�ur bi�1 6=0 oder ci�1 6= 1 nach Hilfssatz 15, da� bn�12i c = bn�22i c, d.h. die Transpo-sition (Gparent(bn�12i c) bn�12i c) und die Transposition(Gparent(bn�22i c) bn�22i c) sind identisch. Sie tritt einmal in der Vielfach-heit bi und einmal in der Vielfachheit ci also insgesamt in der Vielfachheitbi � ci auf.Falls bi = 0 und ci = 1 gilt, dann ist (Gparent(bn�12i c) bn�12i c) inHeapi(n�1) aber nicht in Heapi(n), hat also die Vielfachheit 1 = bi� ci.Mittels der Folgerung 5 wird das Element (Gparent(bn�12 c) bn�12 c) zum



41Ende von Heapi(n) getragen. Es bildet dort das i: letzte Element von(CaseB(n))�1.Da nun die Transpositionen (Gparent(bn�22i c) bn�22i c) und(Gparent(bn�12i c+1) bn�12i c+1) identisch sind, werden sie sich eliminieren,was auch f�ur(Gparent(k) k) gilt, wobei k ein Element bis zum Erreichen der n�achstenH�ohe ist.n� 1 = 2k = (1 0 : : : 0)2 . Es ist kn = kn�1 + 1, also n � 1 = (bk : : : b0)2 undn� 2 = (ck�1 : : : c0)2. Die Argumentation l�auft jedoch analog:Es gilt f�ur alle i 2 f0; : : : ; kn � 1g: bn;i = 0 und bn�1;i = 1. Deshalb ist(Gparent(bn�12i c) bn�12i c) in Heapi(n � 1), aber nicht in Heapi(n), hatalso die Vielfachheit 1 = bi� ci. Mittels der Folgerung 5 wird das Element(Gparent(bn�12 c) bn�12 c) zum Ende von Heapi(n) getragen. Es bildetdort das i.-letzte Element von (CaseB(n))�1.Da nun die Transpositionen (Gparent(bn�22i c) bn�22i c) und(Gparent(bn�12i c+1) bn�12i c+1) identisch sind, werden sie sich eliminieren,was auch f�ur(Gparent(k) k) gilt, falls k ein Element bis zum Erreichen der n�achstenH�ohe ist. 2Hilfssatz 17 (Schl�ussellemma)Heapi(n) � Swap(0; n� 1) � CaseB(n) �Heapi(n� 1)�1 = idf0;:::;n�1g: (11)Beweis: Die GleichungHeapi(n) � Swap(0; n� 1) � CaseB(n) �Heapi(n� 1)�1 = idf0;:::;n�1gist mittels Rechts- und Linksmultiplikation mitHeapi(n�1) bzw. mitHeapi(n�1)�1 umformbar in:Heapi(n� 1)�1 �Heapi(n) � Swap(0; n� 1) � CaseB(n) = idf0;:::;n�1g:Damit folgt aus Hilfssatz 14 die �Aquivalenz mit:Heapi(n� 1)�1 � (Gparent(n� 1) n� 1) �Heapi(n) �CaseB(n) = idf0;:::;n�1g:Letztendlich mit Hilfssatz 16:(CaseB(n))�1 � CaseB(n) = idf0;:::;n�1g:2Beispiel 1 Sei n = 15, also n � 1 = 14 = (b3 b2 b1 b0)2 = (1 1 1 0)2 undn� 2 = 13 = (c3 c2 c1 c0)2 = (1 1 0 1)2. Die Transposition von den Stelleni und j (�i;j) sei durch die Zykelschreibweise (i j) beschrieben.



42 5 DIE BEST-CASE ANALYSE VON WEAK-HEAPSORTHeapi(15) = (14 3)1(13 6)1(12 1)1(11 5)1(10 2)1(9 4)1(8 0)1(7 3)0(6 1)1(5 2)1(4 0)1(3 1)1(2 0)1(1 0)1,Swap(0; 14) = (0 14)1,CaseB(15) = (0 7)1(0 3)1(0 1)0,Heapi(14)�1 = (1 0)1(2 0)1(3 1)0(4 0)1(5 2)1(6 1)1(7 3)1(8 0)1(9 4)1(10 2)1(11 5)1(12 1)1(13 6)1,also(1 0)(2 0)(4 0)(5 2)(6 1)(7 3)(8 0)(9 4)(10 2)(11 5)(12 1)(13 6)(14 3)(13 6)(12 1)(11 5)(10 2)(9 4)(8 0)(6 1)(5 2)(4 0)(3 1)(2 0)(1 0)(0 14)(0 7)(0 3) =(1 0)(2 0)(4 0)(5 2)(6 1)(7 3)(6 1)(5 2)(4 0)(3 1)(2 0)(1 0)(0 7)(0 3) =(1 0)(2 0)(3 1)(2 0)(1 0)(0 3) =idf0;:::;14g:Satz 11 Der best-case von WEAK-HEAPSORT wird bei aufsteigender Vorsor-tierung der Elemente (a[i] < a[i+ 1] f�ur i 2 f0; : : : ; n� 2g) erzielt.Beweis:Ohne Beschr�ankung der Allgemeinheit sei a[i] = i f�ur alle i 2 f0; : : : ; n�1g. Der Satz wird mittels vollst�andiger Induktion �uber die Anzahl der Elemen-te bewiesen. Induktionsanfang (n=2): Die Eingabe f�ur WEAK-HEAPSORT ista[0] = 0 und a[1] = 1, r[0] = 0 und r[1] = 0. Nach der Aufbauphase (es trittgenau eine Vertauschung ein) gilt: a[0] = 1 und a[1] = 0, r[0] = 0 und r[1] = 1.Dann wird a[2] auf den Wert von a[0] gesetzt und das Array ist sortiert. DieVergleichsanzahl ist 1 und beschreibt den best-case.Induktionsschritt(n� 1 =) n):Das Schl�ussellemmaHeapi(n) � Swap(0; n� 1) � CaseB(n) �Heapi(n� 1)�1 = idf0;:::;n�1gbeschreibt in Verbindung mit Satz 10 den richtig beschriebenen �Ubergang voneinem vorsortierten Array der L�ange n hin zu einem vorsortierten Array derL�ange n� 1.Nach Induktionsvoraussetzung tritt f�ur ein vorsortiertes Array der L�ange n� 1der best-case ein. Der Fall b) impliziert dann die minimale Anzahl blog(n+1)c�1von Vergleichen. Somit tritt auch f�ur das vorsortierte Array der L�ange n derbest-case ein. 2



436 Die worst-case AnalysenKrise ist ein produktiver Zustand. Man mu� ihr nur denBeigeschmack der Katastrophe nehmen. Max Frisch6.1 Die worst-case Analyse von HEAPSORTDas Negative interessiert mehr als das Positive. Das hatShakespeare schon gewu�t. Im Grunde ist das erfreulich,denn es beweist, da� das Negative immer noch die Ausnah-me ist. Tennessee WilliamsEs wird kurz an die klassische Version von HEAPSORT nach Williams(1964)bzw. Floyd(1964)) erinnert.Seien mit a[1]; : : : ; a[n] die Arrayinhalte f�ur eine zu sortierende Objektmengeder Gr�o�e n bezeichnet. Die Heapeigenschaft gilt f�ur die Position i als erf�ullt,wenn a[i] � a[2i] oder i > bn=2c ist und a[i] � a[2i + 1] oder i � bn=2c ist.Ein Array wird als Heap bezeichnet, wenn die Heapeigenschaft f�ur alle Positio-nen i 2 f1; : : : ; ng erf�ullt ist. Diese Darstellung entspricht einem eingebettetenBin�arbaum, bei dem die Werte an jedem Knoten i kleiner sind als die der zu-geh�origen Kinder.Die Prozedur ReHeap(m; i) betrachtet nur die Arraypositionen von 1; : : : ;m,die in dem Teilbaum mit Wurzel i liegen. Ist die Heapeigenschaft nur an derWurzel i verletzt, so wandelt ReHeap(m; i) den durch i beschriebenen Teilbaumin einen Heap. Dies f�uhrt zu dem bekannten HEAPSORT Rahmenprogramm:PROCEDURE HeapSortFOR i = n DIV 2 DOWNTO 1 DO ReHeap(n,i) OD (*Generierungphase*)FOR m = n DOWNTO 2 DO (*Auswahlphase*)Swap(a[1],a[m])IF m <> 2 THEN ReHeap(m-1,1)ODEND HeapSort.Die Generierungsphase wird auch Aufbau{, Heapify{, oder Heap{Creation{Phase genannt, die Auswahlphase auch h�au�g Selection{ oder Sift-Up Phase.Die Prozedur ReHeap kann rekursiv gestaltet werden:PROCEDURE ReHeap(m,i)IF 2i <= m THENIF 2i = m



44 6 DIE WORST-CASE ANALYSENTHEN IF a[i] > a[2i] THEN Swap(a[i],a[2i]) FIELSE IF a[i] <= a[2i+1] THEN l = 2i ELSE l = 2i+1 FIIF a[i] > a[l] THENSwap(a[i],a[l])ReHeap(l,m)FIFIFIEND ReHeap.Pro Rekursionsstufe werden max. zwei Vergleiche ben�otigt. Die Rekursion ter-miniert in drei F�allen: Im Fall eines Blattes (2i > m) erfolgt kein Vergleich,im Fall eines vereinzelten linken Kindes (2i = m) wird ein Vergleich ben�otigtund im Fall, da� die Heapeigenschaft f�ur den betrachteten Knoten i erf�ulltwird (a[i] � a[l]), sind zwei Vergleiche durchgef�uhrt worden. Bezeichne mitpath[1]; : : : ; path[r] die Objekte auf dem in ReHeap generierten Pfad der L�anger, so gilt: a[path[r]] > a[path[r � 1]] und a[path[r]] � a[2path[r]] als aucha[path[r]] � a[2path[r] + 1]. Die L�ange dieses Pfades ist durch die Tiefe ddes durch i beschriebenen Teilbaumes beschr�ankt. Es werden dementsprechendmax. 2d wesentliche Vergleiche pro ReHeap{Aufruf ben�otigt. Demnach gilt es,die Summe der betrachteten Baumtiefen zu studieren.Hilfssatz 18 Die Summe der Tiefen von den betrachteten Heaps w�ahrend derGenerierungsphase ist h�ochstens n� 1.Beweis: (Wegener (1995)) Es sind nur die Knoten 1; : : : ; bn2�dc Wurzeln vonB�aumen, deren Tiefe mindestens d betr�agt. Indem bn2�dc f�ur d 2 f1; : : : blogncgaufsummiert wird, werden die B�aume der Tiefe d genau d{mal gez�ahlt:blog ncXd=1 bn2�dc < 1Xd=1n2�d = n:2Hilfssatz 19 Die Summe der Tiefen der Heaps w�ahrend der Auswahlphase istf�ur n � 1: nblognc � 2 � 2blognc + blog 2c+ 2bzw. n logn� c(n)n+ blog 2c+ 2 mit minfc(n) j n 2 Ng � 1:91393.Beweis: (Wegener (1995)) Es gilt, die Heaps der Gr�o�e n; : : : ; 2 zu betrachten.Die Tiefe des Heaps mit Wurzel i ist blog ic. Die Summe von blog ic �uber allei 2 f2; : : : ; ng wird in Analogie zu Hilfsatz 3 aufgeteilt:nXi=2blog ic = nXi=1blog ic



6.2 Die worst-case Analyse von BOTTOM{UP{HEAPSORT 45= blog nc�1Xi=1 i2i + blognc(n� 2blognc + 1)HS2= (blognc � 2)2blognc + 2 + blognc(n� 2blognc + 1)= nblognc � 2 � 2blognc + blognc+ 2:Es soll nblognc � 2 � 2blognc in einen Ausdruck der Art n logn� c(n)n geformtwerden, d.h. es gilt das Verhalten vonc(n) = (logn� blognc)� 2 � 2blogncn (12)zu studieren. F�ur alle x 2 R, x 2 Ik = [2k; 2k+1�1], gilt: blognc = k. Sei f einereellwertige Funktion mit f(x) = logx� k + 2k+1x :Dann gilt: f 0(x) = 1ln 2x � 2k+1x2 = 0() x = (2 ln 2)2k:Weiterhin gilt f�ur x 2 Ik: f 00(x) > 0. Demnach nimmt c(n) f�ur n � (2 ln 2)2kden Minimalwert c(n) � 1:91393 an.2Satz 12 Die worst-case Zahl wesentlicher Vergleiche von HEAPSORT ist durch2n logn+(2�2c(n))n+2blog 2c beschr�ankt. F�ur den Aufbau eines Heaps gen�ugen2n� 2 wesentliche Vergleiche. 26.2 Die worst-case Analyse von BOTTOM{UP{HEAP-SORT Schlechte Burschen zu entlarven, ist ein gutes, ein ver-dienstvolles Werk. (La Roche) Friedrich von SchillerDer Parasit, I, 2Die Vergleichsanzahl von HEAPSORT unterscheidet sich von der unteren Schran-ke im wesentlichen um den Faktor 2. Dieser Faktor ergibt sich dadurch, da� inder ReHeap{Prozedur pro Knoten des speziellen Weges jeweils ein Minimumdreier Objekte zu bilden ist.Die Idee der HEAPSORT{Variante BOTTOM-UP-HEAPSORT nach Carls-son(1987b) und Wegener(1993) beinhaltet die Entkoppelung der dazu hinrei-chenden und notwendigen 2 Vergleiche. Im sukzessiven Vergleich zwischen denbeiden jeweils betrachteten Kindern wird der spezielle Pfad bis hin zu einem



46 6 DIE WORST-CASE ANALYSENBlatt gesucht. Und erst in einem zweiten Schritt wird die Stelle bestimmt, biszu der das neue Wurzelelement zur Wiederherstellung der Heapanforderung sin-ken soll. Die Suche wird bottom{up organisiert, also von dem gefundenen Blattzur Wurzel hin. Dadurch wird der Beobachtung Rechnung getragen, da� dieerwartete Tiefe des einsinkenden Elementes gro� ist.Es ergibt sich demnach folgende Struktur der BOTTOM{UP{Ansatzes:PROCEDURE BottomUpReHeap(m,i)LeafSearch(m,i)BottomUpSearch(i,j)Interchange(i,j)END BottomUpReHeap.Dabei ist die Variable j global festgelegt. Seien mit a[1]; : : : ; a[n] die Arrayinhaltef�ur eine zu sortierende Objektmenge der Gr�o�e n bezeichnet und mit m diebetrachtete Obergrenze des aktuell g�ultigen Heaps. Das letzte Element des voni aus startenden speziellen Weges wird nun wie folgt bestimmt:PROCEDURE LeafSearch(m,i)j = iWHILE 2j < m DOIF a[2j] < a[2j + 1] THEN j = 2jELSE j = 2j + 1FIODIF 2j = m THEN j=mEND LeafSearch.Es ist festzuhalten, da� im Falle eines vereinzelten linken Kindes (2j = m)ein Vergleich eingespart wird. Bezeichne mit b[1]; : : : ; b[r] die Objekte auf demspeziellen Pfad der L�ange r, zus�atzlich sei b[0] = �1 und b[r + 1] =1. Wennmit x das Wurzelobjekt festgehalten wird, soll nun die Stelle l gefunden werden,so da� b[l] � x < b[l + 1] gilt (Zum Vergleich: Die alte ReHeap{Prozedurbestimmte ein l mit b[l] < x � b[l + 1]):PROCEDURE BottomUpSearch(i,j)WHILE ( (i < j) AND (a[i] < a[j]) ) DO j = j DIV 2 ODEND BottomUpSearch.Die erste Bedingung verhindert einen Vergleich von a[i] mit sich selbst. Dernun noch durchzuf�uhrende Datentransport kann e�zient mittels Bitoperationengestaltet werden:PROCEDURE Interchange(i,j)l = bin(j)-bin(i)



6.2 Die worst-case Analyse von BOTTOM{UP{HEAPSORT 47x = a[i]FOR k = l-1 DOWNTO 0 DO a[j DIV 2^(k+1)] = a[j DIV 2^k] ODa[j] = xEND Interchange.Falls f�ur i 6= j a[i] 6= a[j] ist, so produziert BottomUpReHeap(m; i) das gleicheErgebnis wie ReHeap(m; i). Die Korrektheit des Ansatzes folgt somit aus dervon HEAPSORT.Hilfssatz 20 Die Anzahl der Vergleiche w�ahrend der Aufrufe von LeafSearchin der Generierungsphase ist mindestens n � dlog(n + 1)e � dlogne + 1 undh�ochstens n� 2.Beweis: (Wegener (1993)7) F�ur n = 2k�1 ist der eingebettete Baum vollst�andig.Es be�nden sich auf der H�ohe l 2 f1; : : : ; k � 1g genau 2k�(l+1) Knoten. Jederdieser Knoten verursacht l Vergleiche. Damit ergibt sich die Gesamtzahl von:k�1Xl=1 l2k�l�1 = k�1Xm=1(k �m)2m�1= k�1Xm=1 k2m�1 � k�1Xm=1m2m�1= k k�2Xm=0 2m!� 12  k�1Xm=0m2m!HS2= k(2k�1 � 1)� 12((k � 2)2k + 2)= 2k � k � 1Vergleichen. Nun wird der n�achste Level von links nach rechts aufgef�ullt, d.h.n 2 f2k; : : : ; 2k+1�1g. Somit ist i = n�(2k�1) die Anzahl der Knoten auf demuntersten Level k. Im Bezug auf den vollst�andigen Baum (2k � 1) erh�oht sichdie H�ohe von allen Vorfahren der durch i beschriebenen neuen Bl�atter um 1. Isti ungerade, d.h. beschreibt i ein geschwisterloses Blatt, so ist kein zus�atzlicherVergleich an der Wurzel eines Vorfahrens n�otig. Somit ergeben die akkumulierteAnzahl der Vorfahren zu den Knoten 2k bis n � 1 eine obere Schranke f�ur dieAnzahl der zus�atzlichen Vergleiche:kXr=1d i� 12r e < k + kXi=1 i� 12r� k + (i� 1) � 1Xi=1 12r= i� 1 + k:7Ebd. wird die untere Grenze verk�urzt bewiesen.



48 6 DIE WORST-CASE ANALYSENAufgrund der Ganzzahligkeit der linken und rechten Seite gilt: Pkr=1d i�12r e �i � 2 + k. Demnach ist der worst-case der durch LeafSearch bedingten Ver-gleichsanzahl f�ur die Aufbauphase durch 2k � 1 � k + i � 2 + k = n � 2 nachoben beschr�ankt.Die obere Schranke ist aber auch immer gr�o�er gleich 2k � 1 � k + (i � 1) =n�(k+1) = n�dlog(n+1)e, da f�ur die Anzahl der Vergleiche auf der unterstenEbene die folgende Ungleichung gilt:kXr=1d i� 12r e � d kXr=1 i� 12r e= di� 1� i� 12k e= i� 1:Nur wenn die Prozedur LeafSearch mit einer Wurzel des speziellen Pfadesaufgerufen wird, l�a�t sich im best-case noch ein Vergleich sparen. F�ur n 6= 2kliegen nicht mehr als blognc � 1 innere Knoten auf dem speziellen Pfad. 2Hilfssatz 21 Die Anzahl der Vergleiche w�ahrend der Aufrufe von LeafSearchin der Auswahlphase ist f�ur n � 3 h�ochstens:nblog(n� 2)c � 2 � 2blog(n�2)cblog(n� 2)c+ 2bzw. n logn� c(n)n mit minfc(n) j n 2 Ng � 1:91393.Beweis:(Wegener (1993)) Die Prozedur LeafSearch wird in der Auswahlphasef�ur die Parameter (i; 1), i 2 fn � 1; : : : ; 2g, aufgerufen. F�ur jedes i werdenmaximal blog(i� 1)c Vergleiche durchgef�uhrt. Die Summe von blog(i� 1)c �uberalle i 2 f2; : : : ; ng wird in Analogie zu Hilfsatz 19 zum behaupteten Ergebnisausgewertet:n�1Xi=2blog(i� 1)c= n�2Xi=1blog ic= blog(n�2)c�1Xi=1 i2i + blog(n� 2)c(n� 2blog(n�2)c � 1)HS2= (blog(n� 2)c � 2)2blog(n�2)c + 2 + blog(n� 2)c(n� 2blog(n�2)c � 1)= nblog(n� 2)c � 2 � 2blog(n�2)c � blog(n� 2)c+ 2:Es soll nblog(n� 2)c � 2 � 2blog(n�2)c in einen Ausdruck der Art n logn� c(n)ngeformt werden, d.h. es gilt das Verhalten vonc(n) = (logn� blog(n� 2)c)� 2 � 2blog(n�2)cn (13)



6.2 Die worst-case Analyse von BOTTOM{UP{HEAPSORT 49zu studieren. F�ur alle x 2 R, x 2 Ik = [2k + 2; 2k+1 + 1], gilt: blog(n� 2)c = k.Sei f eine reellwertige Funktion mitf(x) = logx� k + 2k+1x :Dann gilt: f 0(x) = 1ln 2x � 2k+1x2 = 0() x = (2 ln 2)2k:Weiterhin gilt f�ur x 2 Ik: f 00(x) > 0. Demnach nimmt c(n) f�ur n � (2 ln 2)2kden Minimalwert c(n) � 1:91393 an.2Hilfssatz 22 sn = nXi=0 i2i = 2�1� n+ 22n+1 � :Beweis: (Verteilungs{, oder Gleichsetzungsmethode) Einerseits ist:sn+1 = n+1Xi=1 i2i = nXi=0 n+ 12i+1 = 12sn + 12 � nXi=0 12i= 12sn + 1� 12n+1und andererseits gilt sn+1 = (n + 1)=2n+1 + sn. Gleichsetzung und Au�osennach sn liefert die Behauptung. 2Satz 13 BOTTOM{UP{HEAPSORT ben�otigt nicht mehr als 1:5n logn+ (2�c(n))n+O(log2 n) Vergleiche.Beweis: (Wegener (1993)8) Da in der Prozedur BottomUpSearch nicht mehrVergleiche gemacht werden als w�ahrend des entsprechenden Aufrufes vonLeafSearch, ist nach Hilfssatz 20 die Anzahl der Vergleiche in der Generie-rungsphase durch 2n � 4 beschr�ankt. Hilfssatz 21 garantiert, da� die Anzahlder Vergleiche in der Auswahlphase, die durch die Aufrufe von LeafSearchverursacht werden, durch n logn� c(n)n begrenzt ist.Es gilt demnach noch, die Anzahl der Vergleiche f�ur die BottomUpSearch{Aufrufe zu untersuchen. Es wird gezeigt, da� diese Zahl durch 0:5n logn+2n+O(log2 n) begrenzt ist.Ohne Beschr�ankung der Allgemeinheit wird angenommen, da� der Heap dieElemente von 1 bis n enth�alt.Sei n = 2k�1+�2k f�ur ein � 2 [0; 1) gegeben. Dabei bezeichnet � den F�ullgraddes untersten Levels, d.h die Level 0; : : : ; k � 1 sind vollst�andig und der Level8Ebd. wird das etwas schw�achere Ergebnis von 1:5n log n+(2:25�c(n))n+O(log2n) gezeigt.



50 6 DIE WORST-CASE ANALYSENk mit �2k Knoten gef�ullt. Es gibt dn=2e Bl�atter. Die Elemente von 1 bis dn=2ewerden als klein und die anderen Elemente als gro� bezeichnet. Nach den erstendn=2e BottomUpSearch{Aufrufen sind nur noch die gro�e Elemente im Heap.Die Heapeigenschaft impliziert, da� die Nachfolger von gro�en Elementen gro�und die Vorg�anger von kleinen Elementen klein sein m�ussen. Damit sind maxi-mal dn=4e Bl�atter klein und demnach auch die einzusinkenden Wurzeln.Die Idee gestaltet sich nun wie folgt: Die bottom-up betrachteten Wege vonkleinen Wurzelelementen werden durch die aktuelle Tiefe d(t) abgesch�atzt. Siedominieren insgesamt die verbleibende Laufzeit. F�ur die verbleibenden dn=2e�dn=4e gro�en Elemente wird gezeigt, da� deren mittlere Tiefe sehr gro� unddamit der Bottom{Up{Pfad kurz sein mu�. Induktiv werden dann die folgendenH�ohen in gro� und klein partitioniert und zu einem Gesamtergebnis verbunden.Die Summe der insgesamt dn=2e Tiefenwerte d(t) betr�agt:�2kk + �dn2 e � �2k� (k � 1) = dn2 ek � �dn2 e � �2k� : (14)Betrachte den m-ten BottomUpSearch{Aufruf eines gro�en Elementes. Sei dmdie Tiefe im aktuellen Baum, an dem das Wurzelelement f�ur diesen Aufruf letzt-endlich landet. Damit ergeben sich unmittelbar d(t)� dm + 1 Vergleiche in derR�uckw�artssuche. Gro�e Elemente steigen nur dann auf, wenn sie mit gro�en Ele-menten verglichen werden, demnach kann die Summe der dm nicht gr�o�er alsdie minimale Summe von Tiefen eines aus dn=2e � dn=4e Knoten bestehendenBin�arbaumes sein. In diesem Fall sind die Level 0; : : : ; k� 3 vollst�andig und derLevel k � 2 bis zur Position b�2k�2c aufgef�ullt. Die Summe der Tiefen betr�agtdemnach:k�3Xi=0 i2i + b�2k�2c(k � 2) HS2= (k � 4)2k�2 + 2 + �2k�2(k � 2)� (k � 4)n4 + (k � 4)14 � (k � 4)�2k�2 + 2 +(�2k�2 � 1)(k � 2)� (k � 4)n4 + 2�2k�2 � k + 3:Zusammenfassend ergeben sich f�ur die ersten bn=2c Aufrufe vonBottomUpSearch maximaldn2 ek � �dn2 e � �2k�� (k � 4)n4 � 2�2k�2 + k � 3 + dn2 e � dn4 e� �dn2 e � n4� k + 3n4 + �2k�1 + kVergleiche.



6.3 Die worst-case Analyse von MDR{HEAPSORT 51Letztendlich betr�agt die Anzahl der Vergleiche in der Auswahlphase also wenigerals: k�1Xi=0 �d n2i+1 e � n2i+2� (k � i) + 3n2i+2 + �2k�i�1 + k � i� k�1Xi=0 � n2i+2 + 1� (k � i) + 3n k�1Xi=0 12i+2 + � kXi=1 2i�1 + k�1Xi=0(k � i)� k�1Xi=0 � n2i+2� (k � i) + 3n2 + �2k + 2 k�1Xi=0(k � i)� n4  k k�1Xi=0 12i � k�1Xi=0 i2i!+ 3n2 + n2 + 2 kXi=1 iHS22� nk2 � n2 + n4 � k + 22k + 2n+ k2� nk2 � n2 +O(k) + 2n+ k2:Mit k = dlogne < logn+1 ergibt sich die zu beweisende Grenze von 0:5n logn+2n+O(log2n). 2Fleischer (1991) sowie Scha�er und Sedgewick (1993) haben worst-case Beispieleangegeben, bei denen die Anzahl der wesentlichen Vergleiche f�ur BOTTOM--UP-HEAPSORT gleich 1:5n logn� o(n logn) ist.6.3 Die worst-case Analyse von MDR{HEAPSORTSchlaf ist mir lieb, doch �uber alles preise ich, Stein zu sein.W�ahrt Schande und Zerst�oren, nenn ich es Gl�uck: Nichtsehen und nicht h�oren. Michelangelo BuonarottiMcDiarmid and Reeds (1989) Variante des BOTTOM-UP-HEAPSORT, kurzMDR{HEAPSORT erm�oglicht es, weitere Vergleiche einzusparen, indem alte In-formationen verwendet werden. Es wird allerdings ein zus�atzliches Array infoben�otigt, da� diese alten Informationen verwaltet. Die m�oglichen Belegungenvon info[j] sind unbekannt, links und rechts (abgek�urzt mit u, l und r) undk�onnen mit zwei Bits codiert werden. Ist info[j] = l, dann enth�alt das linkeKind ein kleineres Element als das rechte, im Falle info[j] = r ist es entspre-chend genau umgekeht. Wenn info[j] = u gilt, ist keine Dominanz der Kin-der untereinander bekannt. Da die Information info[j] nur f�ur die Elemente1; : : : ; b(n � 1)=2c das Einsparen von Vergleichen verspricht, werden insgesamtnur 2b(n� 1)=2c < n Zusatzbits ben�otigt. Somit ist MDR-HEAPSORT als ein



52 6 DIE WORST-CASE ANALYSENdirekter Konkurent zu WEAK-HEAPSORT anzusehen, da sich die Zusatzinfor-mation pro Knoten auch auf ein Bit beschr�ankt.Es sei info[j] mit u initialisiert. Die Ver�anderungen zu BOTTOM-UP-HEAP-SORT sind gering:PROCEDURE MDRReHeap(m,i)LeafSearch(m,i)BottomUpSearch(i,j)Interchange(i,j)END MDRReHeap.mitPROCEDURE LeafSearch(m,i)j = iWHILE 2j < m DOIF info[j] = l THEN j = 2jELSEIF info[j] = r THEN j = 2j + 1ELSEIF a[2j] < a[2j + 1] THEN info[j] = lj = 2jELSE info[j] = rj = 2j + 1FIODIF 2j = m THEN j=mEND LeafSearch.Die Prozedur BottomUpSearch(i; j) wird nicht modi�ziert und der Informati-onsverlust, der durch das Einsinken des Wurzelelementes eintritt, wird wie folgtverwaltet:PROCEDURE Interchange(i,j)l = bin(j)-bin(i)x = a[i]FOR k = l-1 DOWNTO 0 DO a[j DIV 2^(k+1)] = a[j DIV 2^k]info[j DIV 2^(k+1)] = uODa[j] = xEND Interchange.Die Korrektheit des Algorithmus folgt direkt aus der Korrektheit von BOTTOM-UP-HEAPSORT. Auch MDR-HEAPSORT konstruiert bei paarweise verschie-denen Elementen in jedem MDRReHeap{Schritt den gleichen Heap wie dasbekannte HEAPSORT{ReHeap.Im folgenden soll die worst-case Analyse von Wegener (1992) dargestellt werden.



6.3 Die worst-case Analyse von MDR{HEAPSORT 53Um die Anzahl der Vergleiche besser studieren zu k�onnen, wird die BezeichnungKiesel (pebble) eingef�uhrt. Ein Knoten j besitzt einen Kiesel, wenn info[j] 6= uund j zwei Kinder im aktuellen Heap hat. Kiesel werden nur in der ProzedurLeafSearch erzeugt. Sie verschwinden, wenn ein Knoten in der Auswahlphasedas rechte Kind einb�u�t und sie werden in der Prozedur Interchange entfernt.W�ahrend eines Aufrufes von MDRReHeap werden zuerst alle Knoten des spe-ziellen Pfades (SP) b[1]; : : : ; b[d] mit einem Kiesel versehen und dann f�ur einspezielles Anfangsst�uck b[1]; : : : ; b[l] wieder entfernt. Dabei besitzt b[d] keinenKiesel und b[d� 1] besitzt keinen, falls er nur ein Kind hat. Eine solche teilwei-se Belegung mit Kieselsteinen gilt demnach auch f�ur jeden noch zu w�ahlendenspeziellen Pfad. Sei k die Position des letzten noch mit einem Kiesel markiertenKnoten von SP und j so bew�ahlt, da� die Prozedur Interchange einen zykli-schen Shift der Elemente b[1]; : : : ; b[j] bewirkt. Demnach werden alle Kiesel aufb[1]; : : : ; b[j � 1] entfernt.Die Anzahl der Vergleiche, die sich durch den Aufruf von LeafSearch ergeben,betr�agt folglich k + 1 und die Anzahl der Vergleiche, die BottomUpSearchben�otigt, ist minfd; d � j + 1g, da die Wurzel nicht mit sich selber verglichenwird. Insgesamt ergeben sich also h�ochstensk + 1 + d� j + 1 = d+ 1� (d� 1� k) + (d� j) (15)wesentliche Vergleiche.Diese Anzahl gilt es nun wie folgt zu interpretieren:� d ist die L�ange von SP, d.h. d ist entweder genau durch die Tiefe des Heapsoder durch die Tiefe des Heaps minus Eins gegeben.� 1 charakterisiert den Vergleich zwischen b[0] und b[d].� d�1�k ist die Anzahl der alten Kiesel auf dem Pfad vor dem Aufruf vonLeafSearch (diese Anzahl ist d� 2� k, falls b[d� 1] nur ein Kind hat).� d � j ist die Anzahl von neuen Kieselsteinen auf diesem Pfad nach demAufruf von LeafSearch (diese Anzahl ist d � 1� j, falls b[d � 1] nur einKind hat).Da es das Ziel ist, diese Terme als worst-case an Vergleichen aufzusummieren,gleichen sich die Terme der Sonderf�alle zu den letzten zwei Punkten aus.Der Algorithmus startet und endet mit keinem Kiesel. Wenn OP die Summeder alten Kiesel und NP entsprechend die Summe der neuen Kiesel bezeichnet,so ist NP-OP die Anzahl der verschwindenen Kiesel.Hilfssatz 23 Die Anzahl der verschwindenden Kiesel ist kleiner als b(n�1)=2c.Beweis:(Wegener (1992)) Da die Kiesel nur auf den Knoten 1; : : : ; b(n� 1)=2cliegen k�onnen und f�ur jeden inMDRReHeap betrachteten Knoten maximal einKiesel verschwinden kann, folgt die Behauptung unmittelbar. 2



54 6 DIE WORST-CASE ANALYSENHilfssatz 24 Die Anzahl der Aufrufe von BottomUpSearch ist gleich n +bn=2c � 2.Beweis: (Wegener (1992)) Die Zahl setzt sich zusammen aus n � 1 Aufrufenaus der Generierungsphase und bn=2c � 1 Aufrufen der Auswahlphase.2Satz 14 Der worst-case an Schl�usselvergleichen f�ur MDR-HEAPSORT liegt bein logn+ (3� c(n))n+ blognc � 1 � (n+ 1) logn+ 1:086072n; (16)mit minfc(n) j n 2 Ng � 1:91393.Beweis: (Wegener (1992)) Die Ergebnisse der HEAPSORT Analyse helfen, dieSummen der Tiefen der betrachteten Heaps aufzudecken:Die Summe der Tiefen der betrachteten Heaps w�ahrend der Generierungsphaseist nach Hilfssatz 18 h�ochstens n � 1. Die Summe der Tiefen der betrachtetenHeaps w�ahrend der Generierungsphase ist nach Hilfssatz 19 h�ochstens n logn�c(n)n+ blog 2c+ 2.Der worst-case an Vergleichen ergibt sich aus der Summation der Terme derrechten Seite von Gleichung 15.Die Summe der '1'-Terme entspricht der Anzahl von BottomUpSearch-Aufrufenund ist demnach durch Hilfssatz 24 gegeben, w�ahrend die Summe �uber dieletzten beiden Terme gerade der Anzahl der verschwindenen Kiesel gleicht, diein Hilfssatz 23 abgesch�atzt wurde. Die L�ange des speziellen Pfades d wird jeweilsdurch die Tiefe des Heaps begrenzt.Demnach ist die Anzahl der Vergleiche h�ochstens:b(n� 1)=2c+ n+ bn=2c � 2 + n� 1 + n logn� c(n)n+ blog 2c+ 2� n logn+ (3� c(n))n+ blognc � 1:26.4 Die worst-case Analyse von WEAK-HEAPSORTDas Schlimme steht dem Besten oft zun�achst. (Matthias)Franz GrillparzerEin Bruderzwist in Habsburg IIDer Abschnitt �uber die best-case Analyse von WEAK-HEAPSORT zeigte auf,da� die im Satz 7 bewiesene untere Grenze nk � 2k + 1 mit k = dlogne f�ur dieAnzahl der Vergleiche scharf ist, d.h. es gibt ein Beispiel, bei dem diese Grenzeauch angenommen wird.Gleiches gilt auch f�ur die obere Grenze von nk�2k+n�k Schl�usselvergleichen.Die worst-case Betrachtung kann gut auf die schon gewonnenen Resultate ausder Analyse des best-cases aufgebaut werden.Die Idee ist, da� der erste von MergeForest(m)



6.4 Die worst-case Analyse von WEAK-HEAPSORT 55initiierteMerge{Aufruf immer die Arraystellenm�1 undm erh�alt. Der speziellePfad verfehlt demnach die zum Fall b) f�uhrende Stelle genau um eins.Damit l�a�t sich die Belegung von Reverse[i] f�ur i 2 SP aus der Bin�arcodierungvon n� 2 bestimmen.Es lassen sich viele S�atze aus der best-case Analyse �ubertragen. Zum Beispielgilt der zu Hilfssatz 5 vergleichbareHilfssatz 25 Sei n� 2 = (bk : : : b0)2 mit k = blog(n� 2)c.Wenn Reverse[bn�22i c] = bi�1 f�ur i 2 f1; : : : ; kg ist, dann ist n � 2 das letzteElement von SP.Beweis: Analog zu Hilfssatz 5. 2Auf der Suche nach einem geeigneten Gegenbeispiel, das diese Bedingung nachder Generierungsphase erf�ullt, �ndet sich die Eingabe a[i] = i + 1 f�ur i 2f0; : : : ; n � 2g und a[n � 1] = 0. Mit ihr l�a�t sich in Hinblick auf Hilfssatz 7folgendes Resultat erzielen:Hilfssatz 26 Sei n�2 = (bk : : : b0)2 mit k = blog(n�2)c, SP = fb(n�2)=2ic ji 2 f1; : : : ; kgg der Weg von Index n�2 zu Index 1. Bei einer Initialkon�gurationa[i] = i + 1 f�ur i 2 f0; : : : ; n � 2g und a[n � 1] = 0 gilt nach Beendigung vonWeakHeapify:a) Reverse[0] = 0,b) Reverse[j] = 1, j =2 P ,c) Reverse[n � 1] = 0, Reverse[n � 2] = 1 und Reverse[bn�22i c] = bi�1, i 2f1; : : : ; kg.Beweis: Analog zu Hilfssatz 7. 2Es tritt also bis auf einmal pro Level Fall a) ein. Auch im Fall c) markiert n� 2das Ende des speziellen Pfades.Die Hilfss�atze 8 und 9 gelten weiterhin, wenn n� 1 auf n� 2 gesetzt wird. Beieiner zus�atzlich angenommenen Eingabe a[i] = i + 1; i 2 f0; : : : ; n � 2g, unda[n � 1] = 0 gelten sogar die Hilfss�atze 10 und 11, so da� sich das folgendezentrale Resultat beweisen l�a�t:Folgerung 6 Sei n 2 N mit n� 2 = (bn;kn : : : bn;0)2 mit kn = blog(n� 2)c. Seidesweiteren a[i] = i + 1 f�ur i 2 f0; : : : ; n � 2g und a[n � 1] = 0 eine Eingabef�ur WEAK-HEAPSORT. Nach dem Aufruf der Prozedur Heapify ergibt sich



56 6 DIE WORST-CASE ANALYSENim ersten MergeForest�-Schritt die folgenden Kette von Transpositionen:�1Gparent(n�2)=0;n�2�� bn;0�bn�1;0Gparent(bn�221 c)=0;bn�221 c� : : : �� bn;kn�1�bn�1;kn�1Gparent(bn�22kn c)=0;bn�22kn c=1;wobei �ai;j die a-mal angewendete Transposition von den Stellen i und j f�uri; j 2 f0; : : : ; n� 1g bezeichnet.Beweis: Nach Hilfssatz 25 in Verbindung mit Hilfssatz 26 tritt bei der ange-gebenen Sortierung im ersten MergeForest�-Schritt bis auf einmal pro LevelFall a) ein. Deshalb wird als erster Schritt �10;n�2 durchgef�uhrt. Auch im Fallc) startet der Algorithmus mit �10;n�2. An der Stelle n � 2 liegt das kleinsteElement (1 im Fall a) und 0 im Fall c)) von SP, so da� die Behauptung analogzu Folgerung 3 mit Hilfe der Monotonieeigenschaft erzielt werden kann. 2Zusammenfassend gilt:Satz 15 Sei n 2 N mit n� 2 = (bn;k : : : bn;0)2 mit kn = blog(n� 2)c. Deswei-teren de�niere die folgenden Permutationen:Heapi(n) := �1Gparent(n�2);n�2��1Gparent(n�2);n�2 � �1Gparent(n�2);n�2 � : : : �� bn;0Gparent(bn�221 c);bn�221 c � �1Gparent(bn�221 c�1);bn�221 c�1 � : : : �� bn;1Gparent(bn�222 c);bn�222 c � �1Gparent(bn�222 c�1);bn�222 c�1 � : : : �...� bn;kn�2Gparent(b n�12kn�1 c);b n�12kn�1 c�� bn;kn�1Gparent(bn�12kn c)=0;bn�12kn c=1und Swap(0; n� 1) := �0;n�1, letztendlichCaseAC(n) := �10;n�2�� bn;0�bn�1;00;bn�121 c �...� bn;kn�1�bn�1;kn�10;1 ;wobei �ai;j die a-mal angewendete Transposition von den Stellen i und j f�uri; j 2 f0; : : : ; n� 1g bezeichnet.Sei desweiteren a[i] = i+1 f�ur i 2 f0; : : : ; n� 2g und a[n� 1] = 0 eine Eingabef�ur WEAK-HEAPSORT.



6.4 Die worst-case Analyse von WEAK-HEAPSORT 57Dann werden die in der Aufbauphase durchgef�uhrten Vertauschungen korrektdurch Heapi(n) und die in dem ersten Auswahlschritt durchgef�uhrten Vertau-schungen korrekt durch die Hintereinanderausf�uhrung von Swap(0; n � 1) undCaseAC(n) beschrieben.Beweis: Analog zu Satz 10. 2Da Heapi(n) in der worst-case von der best-case Betrachtung aufgrund der un-terschiedlichen Eingaben abweicht, werden diese F�alle durch die BezeichnungenHeapib(n) (f�ur den best-case) und Heapiw(n) (f�ur den worst-case) voneinandergetrennt.Die Folgerung 4 wird durch die Subsitution von n� 1 durch n� 2 �ubertragen.Nun trennen sich die Argumentationswege des best- und worst-cases langsamvoneinander. Ziel ist es, das Schl�ussellemma des worst-cases auf das Schl�ussel-lemma des best-cases zu st�utzen. Es gilt n�amlich der folgendeHilfssatz 27 Heapiw(n) = Heapib(n� 1): (17)Beweis: Der Vergleich in den S�atzen 10 und 15 festgestellten Vertauschungender Aufbauphasen liefert unmittelbar das behauptete Resultat. 2Hilfssatz 28Heapiw(n) � (0 n� 1) = (n� 2 n� 1) � (Heapiw(n)): (18)Beweis: Idee: Die Transposition (n � 2 n � 1) soll sukzessiv durch die Ketteder Transpositionen in Heapiw(n) geschleift werden. Die erste Transposition,die von (n� 2 n� 1) erreicht wird, ist (Gparent(n� 2) n� 2). Es gilt:(n� 2 n� 1) � (Gparent(n� 2) n� 2) =(Gparent(n� 2) n� 2) � (Gparent(n� 2) n� 1):Au�erdem beinhaltet keine der folgenden Transpositionen aus Heapiw(n) einenTeil n � 2, so da� nun mittels Hilfssatz 27 der Beweis von Hilfssatz 14 zumgew�unschten Endergebnis nachgeahmt werden kann. 2Hilfssatz 29 CaseAC(n) = Swap(0; n� 2) � CaseB(n� 1): (19)



58 6 DIE WORST-CASE ANALYSENBeweis: Auch hier liefert der Vergleich in den S�atzen 10 und 15 festgestelltenVertauschungen der Aufbauphasen unmittelbar das behauptete Resultat. 2Hilfssatz 30 (Schl�ussellemma)Heapiw(n) � Swap(0; n� 1) � CaseAC(n) �Heapiw(n� 1)�1 = (n� 2 n� 1):Beweis: Die behauptete Gleichung ist nach Hilfssatz 28 gleichbedeutend mit(n� 2 n� 1)Heapiw(n) � CaseAC(n) �Heapiw(n� 1)�1 = (n� 2 n� 1):Die Anwendung der Hilfss�atze 27 und 29 liefert die folgende �aquivalente Glei-chung(n�2 n�1)�Heapib(n�1)�Swap(0; n�2)�CaseB(n�1)�Heapib(n�2)�1= (n� 2 n� 1):Die Multiplikation von links mit (n � 2 n � 1) liefert nun das Schl�ussellemmades best-cases. 2Beispiel 2 Sei n = 16, also n � 2 = 14 = (b3 b2 b1 b0)2 = (1 1 1 0)2 undn� 3 = 13 = (c3 c2 c1 c0)2 = (1 1 0 1)2.Heapiw(16) = (14 3)1(13 6)1(12 1)1(11 5)1(10 2)1(9 4)1(8 0)1(7 3)0(6 1)1(5 2)1(4 0)1(3 1)1(2 0)1(1 0)1,Swap(0; 16) = (0 15)1,CaseAC(16) = (0 14)1(0 7)1(0 3)1(0 1)0,Heapi(15)�1 = (1 0)1(2 0)1(3 1)0(4 0)1(5 2)1(6 1)1(7 3)1(8 0)1(9 4)1(10 2)1(11 5)1(12 1)1(13 6)1.Damit ist Heapiw(16) � Swap(0; 16) � CaseAC(16) �Heapi(15)�1= (14 15):Satz 16 Der worst-case von WEAK-HEAPSORT wird bei folgender Sortierungder Elemente erzielt:a[n� 1] < a[i] < a[i+ 1]; i 2 f0; : : : ; n� 3g:Beweis: Ohne Beschr�ankung der Allgemeinheit sei a[i] = i + 1 f�ur alle i 2f0; : : : ; n� 2g und a[n� 1] = 0. Sei diese Eingabe als worst(n){vorsortiert be-zeichnet. Der Satz wird mittels vollst�andiger Induktion �uber die Anzahl der Ele-mente bewiesen. Induktionsanfang (n=2): Die Eingabe f�ur WEAK-HEAPSORTist a[0] = 0 und a[1] = 1, r[0] = 0 und r[1] = 0. Nach der Aufbauphase (es trittgenau eine Vertauschung ein) gilt: a[0] = 1 und a[1] = 0, r[0] = 0 und r[1] = 1.



59Dann wird a[2] auf den Wert von a[0] gesetzt und das Array ist sortiert. DieVergleichsanzahl ist 1 und beschreibt den worst-case.Induktionsschritt(n� 1 =) n):Das Schl�ussellemmaHeapiw(n) � Swap(0; n� 1) � CaseAC(n) �Heapiw(n� 1)�1 = (n� 2 n� 1)beschreibt in Verbindung mit Satz 15 den richtig beschriebenen �Ubergang voneinem worst(n){vorsortierten Array der L�ange n hin zu einem worst(n � 1){vorsortierten Array der L�ange n� 1.Nach Induktionsvoraussetzung tritt f�ur ein worst(n � 1){vorsortiertes Arrayder L�ange n � 1 der worst-case ein. Es werden bis auf den Fall n = 2k genaublog(n+1)c, sonst blog(n+1)c�1 Vergleiche im Auswahlschritt ben�otigt. Somittritt auch f�ur das Array der L�ange n der worst-case ein. 27 Die Anzahl von Heaps und Weak-HeapsWer hohe T�urme bauen will, mu� lange beim Fundamentverweilen. Anton Bruckner7.1 Die Anzahl von HeapsWhat is one and one and one and one and one and one andone and one and one and one?I don't know, said Alice, I lost count.She can't do Addition. Lewis CarollAlice in WonderlandUm in den Themenkomplex der average case Analyse einzuleiten, werden dieArbeiten von Knuth (1973) bzw. Scha�er und Sedgewick (1993) vorgestellt, diezur Bestimmung der Anzahl von Heaps f�uhren.Sei n die Gr�o�e des Heaps, SP der (spezielle) Pfad zum Knoten mit Index n(vergl. Abb. 10).Die Teilb�aume zu Wurzeln links bzw. rechts von SP sind vollst�andig.Hilfssatz 31 Sei n = (bk : : : b0)2 mit k = blognc. Die Wurzelelemente wi =(1bk�1 : : : bi)2 von SP beschreiben Teilb�aume der Gr�o�e gi = (1bi�1 : : : b0)2,i 2 f0; : : : ; kg.



60 7 DIE ANZAHL VON HEAPS UND WEAK-HEAPS
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10000 10001 10010 10011 10100 10101 10110 11000 11001 1101010111Abbildung 10: Ein Heap mit n = 26 = (11010)2 Elementen.Beweis: (Knuth (1973)9) Aus k = blognc folgt direkt bk = 1. Es wird obigesResultat mittels vollst�andiger Induktion �uber i gezeigt. F�ur i = 0 ist w0 =(1bk�1 : : : b0)2 = n und g0 = (1)2 = 1. Sei nun wi+1 = (1bk�1 : : : bi+1)2 = bwi=2cgegeben.Fall a) bi = 0, d.h. wi ist linkes Kind von wi+1, und der rechte Teilbaum ist mit2i � 1 Elementen vollst�andig aufgef�ullt. Es gilt:gi+1 = gi + 2i � 1 + 1= gi + 2i= (1bi�1 : : : b0)2 + (10 : : :0)2= (10bi�1 : : : b0)2= (1bibi�1 : : : b0)2:Fall b) bi = 1, d.h. wi ist rechtes Kind von wi+1 und der rechte Teilbaum istmit 2i+1 � 1 Elementen vollst�andig aufgef�ullt. Es gilt:gi+1 = gi + 2i+1 � 1 + 1= gi + 2i+1= (1bi�1 : : : b0)2 + (100 : : :0)2= (11bi�1 : : : b0)2= (1bibi�1 : : : b0)2:2Nun sollen die Anzahl und die Gr�o�en der Teilb�aume rechts bzw. links von SPstudiert werden.Hilfssatz 32 Die Anzahl der B�aume der Gr�o�e Gi = 2i� 1 ist Bi = bn�2i�12i c,i 2 f1; : : : ; blogncg.9Ebd. ist dieser Satz als �Ubungsaufgabe ohne L�osungshinweis gestellt.



7.1 Die Anzahl von Heaps 61Beweis: (Knuth (1973)10) Die Anzahl der B�aume gleicher Gr�o�e Bi ergibt sichdurch Z�ahlen aller Knoten mit Indizes zwischen wi und wi+1, d.h. f�ur i = 1:B1 = bn�12 c und f�ur beliebiges i unter Beachtung von Satz 9:Bi = bbn=2i�1c � 12 c= bn=2i�1 � 12 c= bn� 2i�12i c:2Satz 17 Sei si die Gr�o�e des Teilbaumes zur Wurzel i. Die Gesamtzahl derM�oglichkeiten, die Zahlen f1; : : : ; ng in einen Heap zu �uberf�uhren, istf(n) = n!nQi=1 si : (20)Beweis: (Scha�er und Sedgewick (1993)) Sei f(n) =j fH j H ist Heap mit npaarweise verschiedenen Schl�usseln g j. Da die Wurzel mit n belegt werden mu�und keine Restriktion f�ur die Verteilung der �ubrigen Schl�ussel auf die Teilb�aumeT1 und T2 wirkt, gilt folgende Rekursion:f(n) = �n� 1jT1j �f(jT1j)f(jT2j); (21)wobei jT1j+ jT2j = n� 1 gilt. Durch die Division durch n! ergibt sich:f(n)n! = 1n f(jT1j)jT1j! f(jT2j)jT2j! : (22)Die Expansion dieser Formel liefert:f(n) = n!nQi=1 si :2 (23)Folgerung 7 Sei die Eingabe von HEAPSORT durch eine Permutation derElemente f1; : : : ; ng gegeben. Die EreignisseEi= fWurzel i ist maximal in dem durch ihn festgelegten Teilbaumgsind unabh�angig voneinander.10Ebd. ist dieser Satz als �Ubungsaufgabe ohne L�osungshinweis gestellt.



62 7 DIE ANZAHL VON HEAPS UND WEAK-HEAPSBeweis: F�ur jedes i 2 f1; : : : ; ng soll der Schl�ussel zu i maximal in demdurch i festgelegten Teilbaum sein. Wenn der Baum zuf�allig mit den Elementenf1; : : : ; ng gef�ullt wird, ist dies nur in 1=si aller F�alle erf�ullt. Da das Produktder Randwahrscheinlichkeiten Prob(Wurzel i ist maximal in dem durch ihn fest-gelegten Teilbaum) gerade gleich den Bruchteil 1=( nQi=1 si) der Heaps unter allenPermutationen beschreibt, sind die Ereignisse Ei unabh�angig voneinander. 2Folgerung 8 Sei k = blognc und seien Gi, Bi bzw. (1bi�1 : : : b0)2 entsprechendden Hilfss�atzen de�niert. Dann giltnYi=1 si = kYi=1(Gi)Bi � kYi=1(1bi�1 : : : b0)2: (24)So ist z.B. die Anzahl von M�oglichkeiten fA,. . . ,Zg in Abb.10 so zu plazieren,da� die alphabetische Ordnung auf allen Pfaden gew�ahrleistet bleibt, gleich26!=(1123672151)(26 � 10 � 6 � 2 � 1)Da si = 1 f�ur i 2 fbn=2c+ 1; : : : ; ng gilt, ist nQi=1 si = bn=2cQi=1 si.7.2 Die Anzahl von Weak-HeapsGenug ist �Uberu� f�ur den Weisen.EuripidesEin Allgemeiner Heap H ist ein (nicht unbedingt bin�arer) Baum, mit der Eigen-schaft, da� f�ur alle v 2 H und dessen Kinder w 2 H gilt: a[v] � a[w]. Folgen-des Resultat belegt, da� Weak-Heaps als Allgemeine Heaps aufgefa�t werdenk�onnen:Hilfssatz 33 Die folgenden Bedingungen sind �aquivalent:(W1) Der Wert an jedem Knoten ist gr�o�er oder gleich den Werten an denKnoten des rechten Teilbaumes, d.h. 8x 2 T;8y 2 rT (x) : a[x] � a[y].(W1') Der Wert an jedem Knoten ist gr�o�er oder gleich den Werten seiner Gro�-kinder, d.h. 8x 2 T;8y 2 Sx : a[x] � a[y].Beweis: Die Behauptung (W1) ) (W10) ist trivial, da (W10) ein Spezialfallvon (W1) ist.Zur Behauptung (W10)) (W1): Sei x 2 T gegeben. Annahme: Es existiert einy 2 rT (x) mit a[x] < a[y]. Dann w�ahle dieses y minimal, in dem Sinne, da�folgendes gilt: Falls a[Gparent(y)] > a[y] und Gparent(y) 2 rT (x) gilt, wird f�ury das Gro�elternteil Gparent(y) gew�ahlt. Ist dann y 2 Sx, so gilt a[x] < a[y]im Widerspruch zu (W1'). Ist y =2 Sx, so existiert ein w = Gparent(y) mita[w] < a[y], was genauso widerspr�uchlich zu (W1') ist. 2



7.2 Die Anzahl von Weak-Heaps 63Die Einbettung eines Weak-Heaps WH in einen Allgemeinen Heap H ist nuno�ensichtlich: F�ur v 2 WH wird ein v im Allgemeinen Heap generiert, dessenKinder aus allen Kopien w aus WH gebildet werden, f�ur die w 2 Sv gilt:
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6Abbildung 11: Einbettung eines Weak-Heaps in einen Allgemeinen Heap.Satz 18 Die Anzahl der M�oglichkeiten, die Zahlen f1; : : : ; ng (l = blognc) ineinen Weak-Heap zu �uberf�uhren ist im Spezialfall n = 2lg(n) = n!2n�1 (25)und im allgemeinen Fallg(n) = Xx2f0;1g2ljxj=n�2l (n� 1)!lQi=1 2l�iQj=1  2i�1 + 2i�1Pm=1xj2i�m! ; (26)wobei jxj = j(x1; : : : ; xn)j = x1 + : : :+ xn ist.Beweis: Sei g(N) = jfH j H ist Allgemeiner Heap mit n paarweise verschiede-nen Schl�usselngj. Da die Wurzel mit n belegt werden mu� und keine Restriktionf�ur die Verteilung der �ubrigen Schl�ussel auf die k Teilb�aume T1; : : : ; Tk wirkt,gilt folgende Rekursion:g(n) = � n� 1jT1j; : : : ; jTkj�g(jT1j) � : : : � g(jTkj); (27)wobei jT1j+ : : :+ jTkj = n� 1 gilt. Division durch n! ergibt:g(n)n! = 1n g(jT1j)jT1j! � : : : � g(jTkj)jTkj! : (28)Die Expansion dieser Formel liefert:g(n) = n!nQi=1 si ; (29)



64 7 DIE ANZAHL VON HEAPS UND WEAK-HEAPSwobei si die Gr�o�en der durch i beschriebenen Teilb�aume im Allgemeinen Heapsind. Bezeichne nun mit H den Allgemeinen Heap, der durch die Einbettungeines Weak-HeapsWHs entstand. Falls rT (i) die Gr�o�e des rechten Teilbaumesin WH ist, gilt si = jrT (i)j+ 1.In dem Spezialfall n = 2l gibt es genau eine m�ogliche Weak-Heap Struktur, dader rechte Teilbaum der Wurzel einen vollst�andig bin�aren Baum beschreibt. ZuWurzeln der Tiefe j, j 2 f0; : : : ; l � 1g existieren genau 2j�1 rechte Teilb�aumeder Gr�o�e n=2j � 1.Demnach gilt:g(n) = n!n � (n=2)1 � (n=4)2 � (n=8)4 � : : : (n=2l�1)2l�2= (n� 1)! � 2�l�1Pi=1 i2i�1�(n)�l�2Pi=0 i2i�= (n� 1)! � 2 12Pl�1i=1 i2in2l�1�1= (n� 1)! � 2 12 ((l�2)2l+2)n2l�1�1= (n� 1)! � 2(l�2)2l�1+1(2l)2l�1�1= (n� 1)! � 22l�1l�2l+122l�1l�l= (n� 1)! � 2�2l+12�l= (n� 1)!2n�l�1= n!2n�1 :Im allgemeinen Fall gibt es � 2ln�2l� verschiedene Weak-Heap Strukturen, da (W3)f�ur die n � 2l Bl�atter der Tiefe l die genaue Positionierung nicht vorschreibt.Je nach vorgegebener Struktur variieren allerdings auch die Gr�o�en der rechtenTeilb�aume, die es zu majorisieren gilt. Es werden die Boole'schen Variablenx1; : : : ; x2l eingef�uhrt, die angeben, ob ein Blatt in einer bestimmten Auswahlvorkommt oder nicht (Vergl. Abb.12).Damit l�a�t sich die Summe �uber die � 2ln�2l� verschiedenen zu n entsprechenden
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Abbildung 12: Boole'sche Variablen beschreiben die Existenz von Bl�attern.Weak-Heap Strukturen wie folgt indizieren:Xx2f0;1g2ljxj=n�2l 1 = � 2ln� 2l�;wobei jxj = j(x1; : : : ; xn)j = x1 + : : :+ xn ist.F�ur ein y der H�ohe h in T soll nun die Gr�o�e des rechten Teilbaumes jrT (y)jberechnet werden. Bezeichne mit der Schicht i diejenigen Elemente in T , diedie H�ohe h = i + 1 besitzen, somit durchl�auft i die Schichten 1 bis l. Sei y anfester Position j 2 f1; : : : ; 2l�ig in der Schicht i gelegen. Durch die Einf�uhrungder Variablen x1; : : : ; x2l lassen sich damit die von y erreichbaren Bl�atter mitxj2i�m, m 2 f0; : : : ; 2i�1�1g charakterisieren. F�ur y gibt es insgesamt 2i�1�1Knoten im rechten Teilbaum, die noch ganz in T liegen. Dementsprechend giltjrT (y)j = 2i�1 � 1 + 2i�1�1Xm=1 xj2i�m (30)und damit insgesamt:g(n) = Xx2f0;1g2ljxj=n�2l (n� 1)!lQi=1 2l�iQj=1 2i�1 + 2i�1�1Pm=1 xj2i�m! :2 (31)Folgerung 9 Sei hi; ji der bin�are Baum in Weak-Heap-Form aus Wurzel i undrechtem Teilbaum mit Wurzel j.Sei die Eingabe von WEAK{HEAPSORT durch eine Permutation der Elementef1; : : : ; ng gegeben. Die EreignisseEi = fWurzel i ist maximal in hi; rchild(i)igsind unabh�angig voneinander.



66 7 DIE ANZAHL VON HEAPS UND WEAK-HEAPSBeweis: F�ur jedes i 2 f1; : : : ; ng soll der Schl�ussel zu i maximal in hi; rchild(i)isein. Wenn der Baum zuf�allig mit den Elementen f1; : : : ; ng gef�ullt wird, ist diesnur in n!=(jrT (i)j+ 1) F�allen erf�ullt. Da das Produkt der Randwahrscheinlich-keiten Prob(Wurzel i ist maximal in hi; rchild(i)i) gerade gleich dem Bruchteil1=� nQi=1 jrT (i)j+ 1� der Weak-Heaps unter allen Permutationen beschreibt, sinddie Ereignisse Ei unabh�angig voneinander.2Beispiel 3 Sei n = 6. Es gibt � 46�4� = 6 Weak-Heap Strukturen. Sind dieBl�attervariablen x1 = 1 und x2 = 1 so ergeben sich (vergl. Abb.13) 6!=(2 �2 �6) =30 Weak-Heaps, f�ur x1 = 1 und x3 = 1 sind dies entsprechend 6!=(3 � 6) = 40Weak-Heaps. Weiterhin ergeben sich f�ur x1 = 1 und x4 = 1 20, f�ur x2 = 1 undx3 = 1 20, f�ur x2 = 1 und x3 = 1 10 und f�ur x2 = 1 und x3 = 1 15, alsoinsgeamt 30 + 40 + 20 + 20 + 10 + 15 = 135 verschiedene Weak-Heaps.
xx x1 2 x3 4Abbildung 13: Allgemeine Weak-Heap Struktur f�ur n = 5; 6; 7; 8.F�ur n = 5; 6; 7; 8 gilt die Formel:g(n) = Xx2f0;1g4jxj=n�4 (n� 1)!(1 + x2)(1 + x4)(2 + x4 + x3) : (32)Im Unterschied zur Betrachtung von Heaps, k�onnen nicht alle m�oglichen Weak-Heaps von dem Algorithmus Heapify erzeugt werden. Es gibt Bin�arbaumstruk-turen, die (W3) erf�ullen, aber nicht durch eine Vertauschung von Teilb�aumenaus dem initialen von links aufgef�ullten Bin�arbaum zu generieren sind. Die-se Strukturen bzw. die darin gebetteten Weak-Heaps werden als nicht zul�assigde�niert.Abb. 14 enth�alt ein Beispiel eines nicht zul�assigen Weak{Heaps mit n = 6 Ele-menten.Weder eine Drehung am Knoten a, noch am Knoten b oder c erm�oglicht es, diezwei Bl�atter in den linken Teilbaum von a zu bef�ordern. Demnach kann derinitiale Weak-Heap, in dem eben gerade dieses gilt, nicht erreicht werden, bzw.,
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a

b c

Abbildung 14: Ein nicht zul�assiger Weak-Heap mit n = 6 Elementen.umgedreht betrachtet, kann dieser Weak-Heap nicht aus dem urspr�unglichenentstanden sein.Die Anzahl der zul�assigen Heaps mit Elementen aus f1; : : : ; ng wird mit Hilfeeiner R�uckw�artsanalyse in dem n�achsten Kapitel bestimmt.8 Die R�uckw�artsanalyseDer Urgrund alles Sch�onen besteht in einem gewissen Ein-klang der Gegens�atze. Thomas von AquinDieses Kapitel befa�t sich mit einer Analysemethode, die einen gegebenen Al-gorithmus, wie der Name schon sagt, in umgekehrter Zeitrichtung, also von derAusgabe zur Eingabe hin, betrachtet.Mit Hilfe der R�uckw�artsanalyse l�a�t sich die Anzahl von m�oglichen Kon�gu-rationen zu einem bestimmten Zeitpunkt im Algorithmus bestimmen und dieVerteilung selbiger ermitteln.Die bekannten Resultate �uber die Generierungs{ und Auswahlphase (Knuth(1973) bzw. Scha�er und Sedgewick (1993)) werden in diesem Kapitel auf WEAK-HEAPSORT �ubertragen. Sie bilden sogar die Grundlage f�ur die einzig gegl�uck-ten Versuche von average-case Analysen der Auswahlphase von BOTTOM-UP-HEAPSORT (vergl. Kapitel 11).Die R�uckw�artsbetrachtung von Sortieralgorithmen zieht mitunter auch eineNeubewertung von Begri�en nach sich. In der von Shannon und Weaver (1949)begr�undeten Informationstheorie gilt, da� die Entropie, d.h. der durch Verlustan Informationen bedingte Grad der Unordnung, nicht abnehmen kann. DurchSortieralgorithmen wird die Information �uber die Ordnung der Eingabe zerst�ort,nicht gewonnen.Diese Erkenntnis wirft auch ein neues Licht auf ein zentrales Ergebnis der In-formatik.



68 8 DIE R�UCKW�ARTSANALYSEBei der Bestimmung der unteren Grenze f�ur allgemeine Sortierverfahren be-trachtet man den sogenannten Entscheidungsbaum. Dabei repr�asentieren dieBl�atter f�ur paarweise verschiedene Schl�ussel o.B.d.A. Permutationen der Ele-mente f1; : : : ; ng. Innere Knoten rep�asentieren den zuletzt durchgef�uhrten we-sentlichen Vergleich (vergl. Wegener (1991)). Meist wird der Baum von denBl�attern zur Wurzel hin betrachtet.Die obige Erkenntnis legt jedoch nahe, den Informationsgewinn, der durch dieVergleiche entsteht, top-down zu verfolgen. Dazu seien alle Permutationen ausSn an der Wurzel gegeben. Ein Vergleich der Stellen i und j erm�oglicht dieMenge Sn in zwei Mengen einzuteilen: Die Menge der Permutationen, in denender Wert an der Stelle i gr�o�er ist als an der Stelle j und die Menge, wo diesesnicht gilt. Mehr Information liefert ein Vergleich nicht. Der Entscheidungsbaumist somit bin�ar und alle Permutationen m�ussen in ein Blatt gelangen. Damitl�a�t sich das bekannte Resultat �uber die untere Schranke unmittelbar folgern.Genauso wird in der Berechung der Anzahl von Heaps und Weak-Heaps nach derMethode von Scha�er und Sedgewick (1993) (vergl. Satz 17 und Satz 18) die je-weilige Struktur durch die rekursiven De�nition von f(n) (bzw. g(n)) r�uckw�artsgeneriert. An der Wurzel sind noch alle Festlegungen des Schl�ussels f�ur denbetrachteten Knoten m�oglich, in den Teilb�aume ist die Auswahl entspechendeingeschr�ankt.Die hier vorgestellte R�uckw�artsanalyse von HEAPSORT und WEAK{HEAP-SORT l�a�t sich �ahnlich zu den angef�uhrten Beispielen veranschaulichen. DieKnoten repr�asentieren weder Vergleiche noch einzelne Schl�usselfestlegungen,sondern Kon�gurationen des Algorithmus. Dabei stehen wie im ersten Bei-spiel Permutationen der Elemente f1; : : : ; ng an den Bl�attern und die sortier-te Ausgabe an der Wurzel. Kanten zwischen Kon�gurationen stellen mehrerezu einer Einheit zusammengefa�te Algorithmenschritte dar. F�ur HEAPSORTund WEAK{HEAPSORT legen die Rahmenprogramme die Gr�o�e einer solchenEinheit fest. Damit ist die Tiefe im sogenannten Kon�gurationenbaum f�ur al-le Bl�atter identisch. Sind alle Eingaben gleichwahrscheinlich, so l�a�t sich �uberdie Gr�o�e der Teilb�aume des Kon�gurationenbaumes die Wahrscheinlichkeit er-mitteln, da� eine bestimmte Kon�guration zu einem festgelegten Zeitpunkt imAlgorithmus erzeugt wird. Aussagen �uber die Verteilung von Heaps bzw. Weak-Heaps werden so m�oglich. Ziel der R�uckw�artsbetrachtung ist es, die Struktur desKon�gurationenbaum zu erkennen, indem die Algorithmenschritte r�uckw�artigdurchgef�uhrt werden. Fa�t man die durch eine Kante repr�asentierte Einheit vonAlgorithmenschritten als Abbildung auf, so hei�t das, da� die Beziehung zwi-schen diesen Einheiten und den Gegenst�ucken eineindeutig sein mu�. Die Suchenach den Umkehrabbildungen und der Beleg der Korrektheit selbiger bilden denKern der R�uckw�artsanalyse.



8.1 Die Aufbauphase von HEAPSORT 698.1 Die Aufbauphase von HEAPSORTVerlust will Vorwand. (Saladin)Gotthold Ephraim LessingNathan der Weise II, 1Die R�uckw�artsanalyse wird als Beweisverfahren in der Informatik erstmalig vonKnuth (1973, Theorem H) f�ur die Analyse von HEAPSORT verwendet:Satz 19 Sei si jeweils die Gr�o�e des durch i beschriebenen Teilbaumes. Wenndie Eingabe von HEAPSORT eine zuf�allige Permutation der Elemente f1; : : : ; ngist, dann ist jeder der n!=(bn=2cQi=1 si) m�oglichen Heaps eine gleichwahrscheinlicheAusgabe der Aufbauphase.Beweis: (Knuth (1973)) Der Idee des Beweises beruht auf einer R�uckw�arts-analyse. Sei Ki = (a[1]i; : : : ; a[n]i) das Zwischenresultat bzw. die Kon�gurationvon HEAPSORT nach den Aufrufen ReHeap(j; n) f�ur j = bn=2c; : : : ; i. Es wirdgezeigt da� genau si Vorg�angerkon�gurationen Ki+11 ; : : : ;Ki+1si in Ki m�unden.Der Fall i = 1 ist typisch: Sei K = a[1]2 und j so gew�ahlt, da� K = a[j]1.Dann folgt a[j]2 = a[bj=2c]1; a[bj=2c]2 = a[bj=4c]1 usw. und a[l]2 = a[l]1 f�urjedes l, das nicht auf dem Pfad von 1 bis j liegt. Umgekehrt betrachtet liefertdie Konstruktion, (PullUp(j)) f�ur jedes j als Index eines Knotens in K1 eineKon�guration K2, so da�� K2 in K1 mittels ReHeap(i; n) �uberf�uhrt werden kann,� a[bl=2c]2 � a[l]2, f�ur 2 � bl=2c < l � ngilt. Deshalb sind exakt s1 = n Vorg�angerkon�gurationen m�oglich.Betrachtet man nun den von Ki aufgespannten Kon�gurationenbaum, so folgtinduktiv, da� genau si � : : : � sbn=2c Initialkon�gurationen in Ki m�unden. Jedesdieser Bl�atter des Kon�gurationenbaumes entspricht einer Permutation � 2 Sn.2Beispiel 4 Sei n = 5. Dann stellt Abb. 15 einen Anfangsausschnitt des Kon�-gurationenbaumes dar:Wegener (1995) schreibt (nach einer �ahnlichen Analyse)Hier sollten wir einen Moment innehalten und �uber die technischenSchwierigkeiten die Sch�onheit des Prozesses der R�uckw�artsanalysegenie�en.
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Abbildung 15: Expansionsausschnitt der R�uckw�artsanalyse f�ur die Generie-rungsphase von HEAPSORT.8.2 Die Aufbauphase von WEAK-HEAPSORTBetrachte die Dinge von einer anderen Seite, als du sie bis-her sahst; denn das hei�t ein neues Leben zu beginnen.Mark AurelSelbstbetrachtungen, VII, 2In Analogie zu HEAPSORT wird die R�uckw�artsanalyse nun auf die Generie-rungsphase von WEAK-HEAPSORT �ubertragen. Es wird zwischen der Dar-stellung eines Weak-Heaps als bin�arer Baum und in der Arrayeinbettung un-terschieden. Im ersten Fall wird Obacht darauf gelegt, da� die so erzeugtenWeak-Heaps zul�assig sind.De�nition 5 Sei ein Weak-Heap WH der Gr�o�e n gegeben. W (n) = fl 2WH j l ist Wurzel von einem vollst�andigen Teilbaum gBeispiel 5 Sei n = 7. Die Elemente l 2 W (n) sind in Abbildung 16 schwarzgef�arbt.Satz 20 Wenn die Eingabe von WEAK-HEAPSORT eine zuf�allige Permutati-on der Elemente f1; : : : ; ng ist, dann ist jeder m�ogliche und zul�assige (!) Weak-Heap eine gleichwahrscheinliche Ausgabe der Aufbauphase.Es gibt



8.2 Die Aufbauphase von WEAK-HEAPSORT 71
Abbildung 16: Die Wurzeln vollst�andiger Teilb�ume.A(n) = n!2jW (n)j (33)m�ogliche und zul�assige Weak{Heaps in der Darstellung als bin�arer Baum.Beweis: Die Indizes der Knoten des als bin�aren Baum aufgefa�ten Weak-Heapsseien initial o.B.d.A. mit 0; : : : ; n�1, die Werte entsprechend mit a[0]; : : : ; a[n�1] bezeichnet, so da� Merge(Gparent(i); i) f�ur i 2 fn � 1; : : : ; 1g gem�a� Satz2 bottom-up organisiert ist. Sei Ki die Multimenge der Knotenindizes als Zwi-schenresultat bzw. Kon�guration von Heapify nach den AufrufenMerge(Gparent(j); j) f�ur j 2 fn�1; : : : ; ig. Die Kon�gurationKn�1 entsprichtsomit einer Permutation der Elemente f1; : : : ; ng als Eingabe des Algorithmus.Es wird si so bestimmt, da� si legale und zul�assige Vorg�angerkon�gurationenin Ki m�unden.Abb. 17 soll die Konstruktion der zu Merge(Gparent(i); i) invers stehendenOperation MergeUp(j) verdeutlichen.Es gibt zwei F�alle. Im Fall a) ist a[Gparent(i)] > i, so da� in der Merge-Prozedur kein Tausch statt�ndet. R�uckw�arts betrachtet liefert die Wahl j =Gparent(i) das an der Wurzel stehende Element der Vorg�angerkon�guration.Im Fall b) gilt a[Gparent(i)] < i. Es werden sowohl die Elemente a[Gparent(i)]und a[i] als auch die Teilb�aume rT (i) und lT (i) getauscht. Hier liefert die Wahlj = i in der R�uckw�artsbetrachtung das an der Wurzel stehende Element derAusgangskon�guration.Nun ist es nicht schwer, MergeUp(j) anzugeben:PROCEDURE MergeUp(j)IF j = i THEN (* Fall b) *)Swap(a[Gparent(i)],a[i])Swap(lT(i),rT(i))FIEND MergeUp.Es sei an dieser Stelle an die ProzedurMerge(Gparent(i); i) erinnert, die inverszu MergeUp(j) stehen soll:
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Abbildung 17: Korespondenz zwischenMerge(Gparent(i); i) und MergeUp(j).PROCEDURE Merge(Gparent(i),i)IF a[Gparent(i)] < a[i] THEN (* Fall b) *)Swap(a[Gparent(i)],a[i])Swap(lT(i),rT(i))FIEND Merge.Wird ein j 2 fi; Gparent(i)g gew�ahlt so ergibt der Aufruf vonMergeUp(j) undMerge(Gparent(i); i) von einer Kon�guration Ki ausgehend �uber eine Kon�-guration Ki+1 letztendlich Ki zur�uck.Wird aus Ki+1 mittels Merge(Gparent(i); i) eine Kon�guration Ki generiert,so w�ahle j so, da� der Schl�ussel a[j] in Ki mit a[Gparent(i)] in Ki+1 �uberein-stimmt. Dann liefert MergeUp(j) von Ki ausgehend die urspr�ungliche Kon�-guration Ki+1 zur�uck.Es gilt nach dem Aufruf MergeUp(j) in beiden F�allen a) und b) f�ur alle i+1 �l � n � 1: a[Gparent(l)] � a[l], da die Bedingung in Ki f�ur alle i � l � n � 1galt.Eine Besonderheit gilt es zu betrachten, da manche Weak-Heaps nicht zul�assigsind. Nicht immer ist �uber beide Vorg�angerkon�gurationen im Fall a) und Fallb) eine Anfangskon�guration Kn�1 erreichbar. Dabei wird die Anfangskon�gu-rationen Kn�1 durch den von links aufgef�ullten Bin�arbaum repr�asentiert.



8.2 Die Aufbauphase von WEAK-HEAPSORT 73Es sind wieder zwei F�alle zu unterscheiden:Fall i) i ist Wurzel eines vollst�andigen Teilbaumes (i 2 W (n)).Fall ii) i ist keine Wurzel eines vollst�andigen Teilbaumes (i =2W (n)).Im Fall i) existieren zu Ki beide Vorg�angerkon�gurationen. Dies steht im Ein-klang damit, da� Merge(Gparent(i); i) sowohl einen Schl�usseltausch und eineVertauschung von Teilb�aumen von i bewirkt haben kann als auch nicht, dennder zu i geh�orende Teilbaum ist vollst�andig. Demnach ver�andert ein Tausch derTeilb�aume nicht die Struktur des Weak-Heaps, d.h. die Struktur einer Anfangs-kon�guration Kn�1 ist in diesem Fall immer erreichbar.Im Fall ii) existiert nur eine legale Vorg�angerkon�guration Ki+1, entweder dieaus Fall a) oder die aus Fall b). Eine Merge(Gparent(i); i)-Operation kannaufgrund der Weak-Heap Struktur nur eine der folgenden Operationen bewirkthaben: Einen Schl�usseltausch und eine Vertauschung von Teilb�aumen von i oderkeines der beiden.Begr�undung: Wurzeln von nicht vollst�andigen Teilb�aumen treten immer nurauf einem Pfad auf. Dies gilt f�ur die Anfangskon�guration und wird durchMerge(Gparent(i); i) nicht verletzt, da die Operation nur Teilb�aume rotiertund Elemente tauscht. Sei dieser Pfad mit P bezeichnet.Annahme: Es existiert eine Stelle i, an der durch die R�uckw�artsbetrachtung vonMerge(Gparent(i); i) zwei oder keine Nachfolgekon�gurationen Ki+1 beschrie-ben werden, die zu einem Blatt Kn�1 f�uhren. W�ahle dieses Element minimal,d.h im geringsten Abstand zur Wurzel. Das letzte Element des Pfades P liegtnur in exakt einem Falle im gleichen Teilbaum wie durch Kn�1 beschrieben.Keine der nachfolgenden MergeUp(j)-Operationen kann die Position der zu igeh�origen Teilb�aume mehr ver�andern, Widerspruch.Die Anzahl der erreichten zul�assigen Vorg�angerkon�gurationen si ist somit imFall i) gleich 2 und im Fall ii) gleich 1.Betrachtet man nun den von K1 aufgespannten Kon�gurationenbaum, so folgtinduktiv, da� genau bn�1cYi=1 si = 2jW (n)jInitialkon�gurationen in K1 m�unden. 2Beispiel 6 Ist n = 5 liegt Fall i) in 2 Knoten vor, Fall ii) liegt entsprechend inn � 2 = 3 Knoten vor, insbesondere f�ur den letzten Merge(Gparent(j); j)) =Merge(0; 1) { Aufruf an Knoten mit Index 1Abbildung 18 veranschaulicht die R�uckw�artsbetrachtung. Die umkringelten Kno-ten stehen f�ur die Elemente mit vollst�andigen Teilb�aumen. Im ersten Schrittf�uhrt die Wahl j = 1 (Fall b)) in eine Sackgasse, da der erzeugte Weak-Heap



74 8 DIE R�UCKW�ARTSANALYSEnicht zul�assig wird. Keine der Vertauschungen an den noch folgenden Knotenvermag das tief h�angende Blatt nach ganz links zu bef�ordern.Im zweiten Schritt f�uhrt in Analogie nun die Wahl j = Gparent(2) = 0 zu einemnicht zul�assigen Weak-Heap. Erst f�ur die folgenden Schritte werden jeweils beideVorg�anger-Weak-Heaps zul�assig.
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b)a)a) b)Abbildung 18: Expansionsausschnitt der R�uckw�artsanalyse f�ur die Generie-rungsphase von WEAK{HEAPSORT.Die Struktur vonW (n) l�a�t sich in der Arrayeinbettung einesWeak-Heaps genauanalysieren:Satz 21 Falls n = 2k, dann beschreibt nur der Arrayindex 0 eine Wurzel vonnicht vollst�andigen Teilb�aumen. Sei n � 1 = (bk : : : b0)2 6= 2k � 1 mit k =dlog(n� 1)e und i = minfj j bj 6= 1g. Dann beschreiben die Indizes 0 und(bk : : : bj)2; j 2 fi; : : : ; kg;



8.2 Die Aufbauphase von WEAK-HEAPSORT 75die Wurzeln von nicht vollst�andigen Teilb�aumen.Beweis: F�ur den Index 0 existiert per De�nition kein linkes Kind, demnachkann der durch 0 beschriebene Bin�arbaum auch nicht vollst�andig sein.F�ur n = 2k ist der gesamte vom Index 1 beschriebener Baum und somit auchalle Teilb�aume vollst�andig.Sei demnach n 6= 2k. Die Menge P = fbn�12i c = (bk : : : bi)2 j i 2 f1; : : : ; kggbeschreibt den Weg unabh�angig der durchgef�uhrten Rotationen und Vertau-schungen von dem Index n� 1 zur�uck zum Index 1, dabb n�12i�1 c2 c = bn� 12i c (34)nach Satz 9 gilt und mit ba=2c jeweils das Elternteil zu a bestimmt wird. Deshalbbetrachte o.B.d.A. alle Reversebits mit 0 belegt.Nur auf dem Pfad P treten Wurzeln von nicht vollst�andigen Teilb�aumen auf.Solange jedoch bj�1 = bn�12j c MOD 2 = 1 gilt, ist b n�12j�1 c ein rechtes Kind vonbn�12j c, dessen durch ihn als Wurzel beschriebener Baum somit noch vollst�andigist. Ab der Stelle bn�12i c = (bk : : : bi)2 mit i = minfj j bj 6= 1g ist die Vollst�andig-keit allerdings verletzt, da man von einem linken Kind zu bn�12i c gelangt ist.Eltern unvollst�andiger B�aume beschreiben unvollst�andige B�aume. Somit sind(bk : : : bj)2 f�ur alle j 2 fi; : : : ; kg Wurzeln unvollst�andiger B�aume.2Die Frage, ob 2jW (n)j ein Teiler von n! ist, kann nun unabh�angig von derR�uckw�artsanalyse best�atigt werden.Folgerung 10 2jW (n)j ist ein Teiler von n!.Beweis: Die Potenz p2(n) von 2 in der eindeutigen Primfaktorzerlegung vonn! l�a�t sich wie folgt ermitteln: Es sind bn=2c Zahlen von 1 bis n durch 2teilbar, bn=4c durch 4, allgemein bn=(2k)c durch 2k teilbar. Dementsprechendist p2(n) =Pk�1b n2k c. Bezogen auf die Bin�ardarstellung von n gibt die Anzahlder Einsen an, wie oft die Zahlen n=(2k) abgerundet worden sind und demnachin der Summe an dem Werte n fehlen. Bezeichnet nun En die Anzahl der Einsenin der Bin�ardarstellung, so gilt p2(n) = n�En.Zu zeigen ist demnach, da� jW (n)j � p2(n) oder gleichbedeutend n� jW (n)j �En ist. Dabei soll zwischen den F�allen n = 2k und n 6= 2k + 1 unterschiedenwerden.Fall 1) n = 2k. Damit ist n = (1 0 : : : 0)2. Demnach ist En = 1 und jW (n)j = n�1, da alle Teilb�aume au�er der Wurzel vollst�andig sind. Es gilt: n�jW (n)j = En.Fall 2) n 6= 2k. Die Bin�ardarstellungen von n und n� 1 haben somit die gleicheL�ange k = d(n � 1)e, d.h. n = (1 ak�1 : : : a0)2 und n = (1 bk�1 : : : b0)2. Seii = minfj j bj 6= 1g. Demnach existieren nach Satz 21 genau (((k�i)+1)+1) =k�i+2 Arrayindizes, die Wurzeln von nicht vollst�andigen Teilb�aumen sind. Alsoist n�W (n) = k�i+2. Es ist i = minfj j bj 6= 1g = minfj 6= k j aj = 1g, da der�Ubertrag bei der Addition von 1 nach der Schulmethode gerade an der Stelle i



76 8 DIE R�UCKW�ARTSANALYSEversiedet. Die Anzahl der Einsen in der Bin�ardarstellung von n ist kleiner-gleich(n� i) + 1, also dem Bereich, wo noch Einsen stehen k�onnen. 2Zu den Resultaten f�ur Weak-Heaps als bin�are B�aume gesellt sich in Hinblick aufdie Einbettung ein g�anzlich anderes:Satz 22 Zwei mittels Heapify aus unterschiedlichen Anfangswerten generierteWeak-Heaps k�onnen nicht sowohl in ihren Reversebits als auch in ihren Array-inhalten �ubereinstimmen.Beweis: Die Belegung der Reversebits legt in eindeutiger Weise fest, welcherFall in den jeweiligenMerge{Schritten vorlag und welche Elemente miteinandervertauscht wurden:Ist Reverse[i] = 0 so folgt, da� bei Merge(Gparent(i); i) die IF{Bedingungnicht erf�ullt worden ist und somit wurden auch die Elemente a[i] unda[Gparent(i)] nicht miteinander vertauscht.Ist hingegen Reverse[i] = 1, so ergibt sich eine Vertauschung der Elemente a[i]und a[Gparent(i)] bei Merge(Gparent(i); i).Demnach l�a�t sich aus jeder gegebenen Kon�gurationK genau eine Anfangskon-�guration gewinnen, die mittels Heapify in K m�undet: Es m�ussen die Merge{Schritte nur entsprechend zu den Reversebits r�uckw�arts durchgef�uhrt werden.Algorithmisch l�a�t sich ein R�uckw�artsschritt von Merge(i; j) mittels der Pro-zedur MergeUp�(i; j) wie folgt realisieren:PROCEDURE MergeUp*(i,j)IF Reverse[j] = 1 THENSwap(a[i],a[j])Reverse[j] = 0FIEND MergeUp*.Angenommen, es existieren zwei Weak-Heaps mit gleichen Reversebits und Ar-rayinhalten. Sei diejenige (eindeutig bestimmte) Kette von Vertauschungen, diesich aus der �Ubereinstimmung der Reversebits ergibt, durch die Permutation ��uber die Indizes 0; : : : ; n� 1 bezeichnet. Bei angenommener identischer Array-belegung nach Heapify, w�urde ��1 (Permutationen sind von ihrer Natur ausbijektiv!) auf diese Arrayinhalte angewendet auch zwei identische Anfangskon-�gurationen liefern, was einen Widerspruch zur Voraussetzung darstellt.2Folgerung 11 Es gibt genau n! verschiedene eingebettete Weak-Heaps, die sichaus den n! verschiedenen Permutationen gewinnen lassen. Jeder dieser Weak-Heaps ist gleichwahrscheinlich.Mit anderen Worten: In der Generierungsphase geht durch die Einbettung vonWeak-Heaps keine Information �uber die Anordnung der Elemente in der Eingabeverloren.



8.3 Die Auswahlphase von HEAPSORT 778.3 Die Auswahlphase von HEAPSORTFortschritt ist nur m�oglich, wenn man intelligent gegen dieRegeln verst�o�t. Boleslaw BarlogDie Anwendung der R�uckw�artsanalyse in der Auswahlphase wurde von Sedge-wick und Scha�er (1993) vorgeschlagen. Die zu Swap(a[1]; a[i+ 1]) undReHeap(1; i) korespondierende inverse Transformation nennen sie PullDown(j).Sie entspricht der Kombination von PullUp(j) und Swap(a[1]; a[i+1]) mit derschon in der Generierungphase angesprochenen PullUp(j){Operation.Satz 23 Sei ein Heap Ki = (a[1]; : : : ; a[i]) auf den i Objekten 1,. . . ,i gegeben.Es sei si das Objekt an Position b(i + 1)=2c. Dann gibt es genau si HeapsKi+11 ; : : : ;Ki+1si , aus den i+1 Objekten 1,. . . ,i+1, aus denen nach einer Rundeder Auswahlphase Ki entsteht.Beweis: (Wegener (1995)11) Der Heap Ki = (a[1]; : : : ; a[i]) auf den i Objekten1; : : : ; i ist eine Kon�guration, die sich nach Swap(a[1]; a[l]) und ReHeap(1; l�1)f�ur l 2 fn; : : : ; i+1g aus dem Ergebnis der GenerierungsphaseKn ergibt. Es wirdgezeigt, da� genau si Vorg�angerkon�gurationenKi+11 ; : : : ;Ki+1si in Ki m�unden.Zur Unterscheidung sei ein Vorg�anger{Heap Ki+1 zu Ki mit den Elementena[1]; : : : ; a[i+ 1] belegt.Es gilt a[i + 1] � a[b(i + 1)=2c]. Annahme: a[i + 1] > a[b(i + 1)=2c]. Nachdem Tausch Swap(a[1]; a[i+ 1]) sinkt a[i + 1] in den Heap Ki+1 ein. Dann istes unm�oglich, da� a[i + 1] das kleinere Element a[b(i + 1)=2c] zum Aufsteigenzwingt, d.h. es gilt: a[b(i+ 1)=2c] = a[b(i+ 1)=2c] < a[i+ 1].Dies widerspricht jedoch der Heapbedingung f�ur Ki+1.Die im Satz 19 analysierte Generierungsphase von HEAPSORT belegt, da�ReHeap(1; i) invers zu PullUp(j) steht.Damit steht auch die Sequenz Swap(a[1]; a[i+ 1]) mit ReHeap(1; i) invers zurFolge PullUp(j) und Swap(a[1]; a[i + 1]). Die Prozedur PullUp(j) garantiertdie Heapbedingunga[bl=2c] � a[l] f�ur 2 � bl=2c < l < i+ 1im entstehenden Heap. An die Wurzel wird das gr�o�te Element i+1 gesetzt undan die Stelle i+1 ein Element a[j] � a[b(i+ 1)=2c] � a[b(i+1)=2c]. Damit gilta[bl=2c] � a[l] f�ur 1 � bl=2c < l � i+ 1,d.h. Ki+1 ist ein Heap. Somit gibt es f�ur jedes a[j] � a[b(i+1)=2c] genau einenHeap Ki+1 mit dem Objekt a[j] an der Stelle i+ 1.Deshalb gibt es genau si = a[b(i+1)=2c] HeapsKi+1, aus denen nach einer Run-de der Auswahlphase Ki entsteht. Die entstehenden Heaps sind untereinandernicht mehr gleichwahrscheinlich. 211Ebd. wird das Ergebnis der Auswahlphase nicht auf das Ergebnis der Generierungsphasegest�utzt.



78 8 DIE R�UCKW�ARTSANALYSEFolgerung 12 Sei t(j; i) die Gr�o�e des Teilbaumes zur Wurzel j in einem Heapder Gr�o�e i. Der Erwartungswert f�ur si = a[(i+1)=2] in einem Heap der Gr�o�ei ist E[si] = b(i+1)=2cQj=1 t(j; i+ 1)bi=2cQj=1 t(j; i) (35)Beweis: Satz 19 belegt, da� es Qb(i+1)=2cj=1 t(j; i+1) Heaps der Gr�o�e i+1 undQbi=2cj=1 t(j; i) Heaps der Gr�o�e i gibt. Die Division der beiden Terme ergibt somitdie erwartete Anzahl von Heaps der Gr�o�e i+1, die mittels Swap(1; i+1) undReHeap(1; i) auf einen Heap der Gr�o�e i abgebildet werden. Diese Zahl ist nachobigen Satz gleich si = a[(i+ 1)=2]. 2Beispiel 7 Sei i = 11. Der im Satz 23 beschriebene R�uckw�artsschritt PullUp(7)in Verbindung mit dem anschlie�enden Tausch wird in Abbildung 19 dargestellt.
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Swap(a[1],a[2]),Abbildung 20: Expansions der R�uckw�artsanalyse f�ur die Auswahlphase vonHEAPSORT.8.4 Die Auswahlphase von WEAK-HEAPSORTWer sich am Ziel glaubt, geht zur�uck.Lao-TseTao-Teh-KingDie Anwendung der R�uckw�artsanalyse in der Auswahlphase vonWEAK-HEAP-SORT l�a�t sich nicht direkt aus dem Ergebnis der Generierungsphase folgern,da einMergeForest�{Schritt komplexer ist als der eines Merge(Gparent(i); i).Dabei seiMergeForest�(m) wie in Kapitel 3 de�niert. Demnach wird eine Pro-zedur MergeForestUp(j) als Gegenpart zu MergeForest� im Mittelpunkt derfolgenden R�uckw�artsanalyse stehen.Hilfssatz 34 Seien eine Merge(Gparent(i); i){Operation und ein Index v > igegeben. Dann ver�andert sich a[Gparent(v)] im Verlaufe der Operation nicht.Beweis: Sei die Menge Si wieder wie folgt festgelegt:j 2 Si :() Gparent(i) = j:



80 8 DIE R�UCKW�ARTSANALYSEJe nach Lage von v ergeben sich die folgenden F�alle:v 2 SGparent(i): Da v > i und i 2 SGparent(i) gilt, ist v 2 lT (i). Werdennun die Elemente a[Gparent(i)] und a[i] als auch die Teilb�aume lT (i)und rT (i) miteinander getauscht, so gelangt v in die Menge Si. Damitbleibt a[Gparent(v)] unver�andert. Findet kein Tausch der Elemente undTeilb�aume in derMerge(Gparent(i); i){Operation statt, ist diese Behaup-tung trivialerweise erf�ullt.v 2 Si: Es ist v 2 rT (i) und durch den m�oglichen Tausch der Teilb�aume rT (i)und lT (i) gelangt v in die Menge SGparent(i). Da auch die Wertea[Gparent(i)] und a[i] getauscht werden, bleibt a[Gparent(v)] unver�andert.Auch hier ist die Behauptung evident, falls das IF-Pr�adikat der Merge{Prozedur nicht erf�ullt wird.v =2 Si [ SGparent(i): Die Merge{Operation ver�andert weder Gparent(v) nochden Schl�ussel, auf den Gparent(v) zeigt. 2Satz 24 Sei ein Weak-Heap Ki = ((a[0]; : : : ; a[i � 1]); (r[0]; : : : ; r[i � 1])) aufden i Objekten 1,. . . ,i gegeben. Es sei si das Objekt an Position Gparent(i).Dann gibt es genau 2si Weak-Heaps Ki+11 ; : : : ;Ki+12si aus den i + 1 Objekten1,. . . ,i+1, aus denen nach einer Runde der Auswahlphase Ki entsteht.Beweis: Der Weak-Heap Ki = ((a[0]; : : : ; a[i� 1]); (r[0]; : : : ; r[i � 1])) auf deni Objekten 1; : : : ; i ist eine Kon�guration, die sich nach Swap(a[0]; a[l]) undMergeForest�(l) f�ur l 2 fn � 1; : : : ; ig aus dem Ergebnis der Generierungs-phase Kn ergibt. Es wird gezeigt, da� genau 2si Vorg�angerkon�gurationenKi+11 ; : : : ;Ki+12si in Ki m�unden. Dazu wird im folgenden MergeForestUp(j)als Inverses zu MergeForest� in Idee und Realisierung beschrieben.In r�uckw�artigen Merge{Schritten wird das Element a[j] an die Wurzel bewegtund so die Menge Sroot(T ) generiert (vergl. Abb. 22). Dazu startet der Algorith-mus an dem Index 1 und pr�uft, ob j in dem linken Teilbaum liegt. Falls ja, sogeht er zum linken Kind. Falls nein, so tauscht er das Element am Index 1 mitder Gesamtwurzel und ebenso die zugeh�origen Teilb�aume. Nun wird auch hierder Algorithmus mit dem linken Kind iterativ fortgef�uhrt:PROCEDURE MergeForestUp(j)x = 1WHILE (a[j] <> a[0]) DOIF (j in rT(x)) OR (a[j] = a[x]) THENSWAP(a[0],a[x])REVERSE[x] = 1 - Reverse[x]FIx = 2x + Reverse[x]ODEND MergeForestUp.



8.4 Die Auswahlphase von WEAK-HEAPSORT 81Nach jedem Schleifendurchlauf gilt die Invarianz:(I): Ist x der aktuell betrachtete Index, so gilt f�ur alle y 2 lT (x): a[0] > a[y].Begr�undung: Zwei F�alle sind zu unterscheiden:i) Ist j 2 lT (x), so wird ein neues x = 2x+Reverse[x] 2 lT (x) gew�ahlt. Damitbleibt f�ur alle y 2 lT (x): a[0] > a[y].ii) Ist j 2 rT (x) so wird nach folgendem Muster getauscht:
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Abbildung 21: Ein r�uckw�artiger Merge{Schritt.Damit gilt f�ur jedes y 2 rT (x): a[0] > a[y]. Der ehemals rechte Teilbaumwird zum linken Teilbaum, d.h. f�ur ein x = 2x+Reverse[x] und y 2 lT (x)gilt a[0] > a[y].Im letzten Schritt gelangt die Zahl a[j] an die Wurzel. Es gilt (I), d.h. alleSchl�ussel im linken Teilbaum zu j sind kleiner als der neue Wurzelwert.Nun kann nachgewiesen werden, da� die beiden Operationen MergeForestUpund MergeForest� invers zueinander wirken.Dazu mu� einerseits nachgewiesen werden, da� f�ur ein j 2 f0; : : : ; i � 1g dieAufrufe MergeForestUp(j) und MergeForest�(i) von einer Kon�guration Kiausgehend �uber eine Kon�guration Ki+1 wieder Ki ergeben. Sei dazu die Kon-�guration Ki+1 durch MergeForestUp(j) erreicht.In den ersten Merge-Schritten von MergeForest�(i) wird aufgrund (I) a[0]solange mit a[x] von der letzten Stelle in Sroot(T ) ausgehend verglichen, bis x = jgilt. Dann werden a[j] und a[0] miteinander vertauscht und das Reverse-Bit ander Stelle j gekippt.Ist f�ur den Index x  bx=2c der Wert kleiner als der an der Wurzel, so er-folgt gem�a� des IF-Pr�adikates in Merge(0; x) kein Tausch der Elemente und



82 8 DIE R�UCKW�ARTSANALYSETeilb�aume. Dies kann jedoch nur geschehen, falls r�uckw�artig der Fall i) vorge-legen hat, da das gr�o�ere Wurzelelement nicht gegen das als kleiner bewieseneElement x ausgetauscht wurde.Entsprechend l�a�t sich f�ur den anderen Fall im Merge{Schritt festhalten, da�Fall ii) vorgelegen haben mu�.Die Argumentation �ubertr�agt sich mit (I) auf alle Schleifendurchl�aufe der Pro-zedur MergeForest�(i).Wird andererseits aus Ki+1 mittels MergeForest�(i) eine Kon�guration Kigeneriert, so w�ahle j so, da� der Schl�ussel a[j] in Ki mit a[0] in Ki+1 �uber-einstimmt. Nun liefert MergeForestUp(j) von Ki ausgehend die urspr�unglicheKon�guration Ki+1 zur�uck: Liegt j im rechten Teilbaum des betrachteten Ele-mentes x, so �ndet ein Tausch der Elemente x und der Teilb�aume statt. Nach(I) galt vorher a[0] > a[x] und somit nachher a[x] > a[0], d.h. in dem dazur�uckw�artig korrespondierenden Merge(0; x){Schritt ist das IF-Pr�adikat erf�ulltund so werden auch hier die Elemente und Teilb�aume getauscht. Wie oben�ubertr�agt sich die Argumentation mittels (I) auf alle Schleifendurchl�aufe derProzedur MergeForestUp(j).Zur Unterscheidung sei nun ein Vorg�anger{Weak-Heap Ki+1 zu Ki mit denElementen a[0]; : : : ; a[i] belegt.Es gilt a[i] � a[Gparent(i)]. Annahme: a[i] > a[Gparent(i)]. Nach dem TauschSwap(a[0]; a[i]) wird der Weak-Heap mittels MergeForest�(i) reorganisiert.Der Schl�ussel, auf den Gparent(i) zeigt, �andert sich nach Hilfssatz 34 nicht.Damit gilt a[Gparent(i)] = a[Gparent(i)] < a[i]. Dies widerspricht jedoch derWeak-Heapbedingung (W1) f�ur Ki+1.Die obige Analyse zeigt, da� MergeForest�(i) invers zu MergeForestUp(j)steht. Damit steht auch die Sequenz Swap(a[0]; a[i]) mit MergeForest�(i) in-vers zur Folge MergeForestUp(j) und Swap(a[0]; a[i]).Die Prozedur MergeForestUp(j) garantiert f�ur alle 0 < l < i:a[Gparent(l)] � a[l].An die Wurzel wird das gr�o�te Element i + 1 gesetzt und an die Stelle i einElement a[j] � a[Gparent(i)] � a[Gparent(i)]. Damit gilta[Gparent(l)] � a[l] f�ur 0 � l � i, d.h. Ki+1 ist ein Weak{Heap. Somit gibt esf�ur jedes a[j] � a[Gparent(i)] genau einen Heap Ki+1 mit dem Objekt a[j] ander Stelle i.Der jeweilige Arrayinhalt si = a[Gparent(i)] bestimmt demnach die Anzahlder Vorg�anger-Weak-Heaps. Es bleibt zu beachten, da� das Reverse-Bit an derStelle i noch beliebig auf einen der Werte 0 oder 1 gesetzt werden kann. Des-halb gibt es genau 2si Heaps Ki+11 ; : : : ;Ki+12si aus denen nach einer Runde derAuswahlphase Ki entsteht.Der Grad der Knoten im Kon�gurationenbaum kann f�ur festes i und verschiedengew�ahlte Kon�gurationenKi somit stark variieren. Damit sind die entstehendenWeak-Heaps untereinander nicht mehr gleichwahrscheinlich. 2Beispiel 9 Abb. 22 veranschaulicht die R�uckw�artsschritte von MergeForest�



83bei dem zu generierenden Wurzelelement 1 und n = 11.
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Abbildung 23: Expansions der R�uckw�artsanalyse f�ur die Auswahlphase vonWEAK{HEAPSORT.Satz 25 Die Wahrscheinlichkeit Prob(a[Gparent(n)] = k), k 2 f1; : : : ; ng, ineinem Weak-Heap auf den n Objekten f1; : : : ; ng ist gleich 1=n.Beweis: Die wesentliche Beobachtung ist die, da� der Schl�ussel, auf denGparent(n) zeigt, sich in der gesamten Generierungsphase nicht �andert. F�ur diegesamte Aufbauphase gilt f�ur v = n Hilfssatz 34.Zu Beginn der Generierungsphase wird die Gleichverteilung angenommen, d.h.alle Permutationen � 2 Sn sind gleichwahrscheinlich. Dies gilt somit auch f�ur dieBelegungen von �i. Deshalb ist initial P (a[i] = k) = 1=n f�ur alle i 2 f1; : : : ; ng,insbesondere f�ur i = Gparent(n). 2In einem Weak-Heap der Gr�o�e 2n sind die IndizesGparent(n); : : : ; Gparent(2n� 1) kleiner als n und nur abh�angig von den dortgesetzten Reversebits. Deshalb kann man selbst in einen Weak-Heap der Gr�o�en den Indizes Gparent(n+ l), l 2 f1; : : : ; n� 1g, einen festen Wert zuordnen.Folgerung 13 Die Wahrscheinlichkeit Prob(a[Gparent(n+ l)] = k),l 2 f1; : : : ; n� 1g und k 2 f1; : : : ; ng, in einem Weak-Heap auf den n Objektenf1; : : : ; ng ist gleich 1=n.Beweis: Da Parent(n+ l) = bn+12 c gilt, ist Gparent(n+ l), l 2 f1; : : : ; n� 1g,zu Beginn der Generierungsphase mit einem Schl�ussel belegt.



85Nun �ubertr�agt sich der obige Beweis w�ortlich, indem n durch n+ l ersetzt wird.2Folgerung 14 Der Erwartungswert f�ur sn = a[Gparent(n)] in einem Weak-Heap auf den n Objekten f1; : : : ; ngistE[sn] = nXk=1 k 1n = n+ 12 : (36)Erg�anzend soll ein Resultat �uber den erwarteten Wert an einem Blatt er�ortertwerden.Hilfssatz 35 Sei j der Index eines Blattes in einem Weak-Heap auf den nObjekten f1; : : : ; ng. Nach Ablauf der Generierungsphase gilt:E[a[j]] = n+ 13 : (37)Beweis: Bezeichne zur Unterscheidung mit a das Elementarray vor und mit adas Elementarray nach der Generierungsphase. Initial gilt f�ur alle i 2 f0; : : : ; n�1g: Prob(a[i] = k) = 1=n. Nach Hilfssatz 6 gilt f�ur je zwei Bl�atter i 6= j:Gparent(i) 6= Gparent(j). Somit wird der Inhalt a[j] f�ur ein Blatt j durcheinen einzigen Vergleich eines noch nicht ver�anderten Schl�ussels a[Gparent(j)]mit a[j] gebildet, kurz: a[j] = minfa[Gparent(j)]; a[j]g: (38)Sei S = f(x; y) 2 f1; : : : ; ng2 j x 6= yg die Menge von Paaren gleichwahrschein-licher Belegungen f�ur a[j] und a[Gparent(j)]. Die Menge S ist symmetrisch inden Komponenten. Um E[a[j]] auf der Menge aller Paare aus S zu berechnen,reicht es somit, E[a[j]] auf der Menge T = f(x; y) 2 f1; : : : ; ng2 j x > yg zubestimmen. In T sind die Elemente gleichverteilt und es gilt jT j = n(n�1)2 . Dem-nach berechnen sich die Werte Prob(minfx; yg = k) als Anteile der g�unstigenM�oglichkeiten, d.h. wo y = k gilt, durch Anzahl aller M�oglichkeiten, d.h. durchdie Gr�o�e der Menge T :Prob(minfx; yg = 1) = Prob(y = 1) = 2(n� 1)n(n� 1)Prob(minfx; yg = 2) = Prob(y = 2) = 2(n� 2)n(n� 1)... ... ...Prob(minfx; yg = k) = Prob(y = k) = 2(n� k)n(n� 1) :



86 9 DIE VERTEILUNG AUF DER MENGE DER WEAK-HEAPSDamit ist E[a[j]] = n�1Xk=1 k � Prob(minfx; yg = k)= 2 n�1Xk=1 k n� kn(n� 1)= 2n(n� 1) n�1Xk=1 �kn� k2�= 2n(n� 1) n2(n� 1)2 � 13n(n� 1)(2n� 1)= n� 13(2n� 1)= 13(n+ 1):2Satz 26 Sei ein Weak-Heap auf den i Objekten f1; : : : ; ig gegeben. Die Wahr-scheinlichkeit, da� in einer Runde der R�uckwartsanalyse f�ur die Auswahlphase2j, j 2 f1; : : : ; ig, Weak-Heaps auf den i + 1 Objekten f1; : : : ; i + 1g generiertwerden, ist gleich 1=i.Beweis: Nach Folgerung 11 gibt es i! Weak-Heaps auf den i Objekten f1; : : : ; igund entspechend (i+1)! Weak-Heaps auf den i+1 Objekten f1; : : : ; i+1g. NachSatz 24 landen 2 � a[Gparent(i)] Weak-Heaps der Gr�o�e i+ 1 auf einem Weak-Heap der Gr�o�e i. Nach Satz 25 ist die Verteilung der a[Gparent(i)] 2 1; : : : ; igleich. Somit landen auf (i+ 1)!Pij=1 2j = (i+ 1)!2Pij=1 j= (i+ 1)!i(i+ 1)= (i� 1)!Weak-Heaps der Gr�o�e i nach einer Runde der Auswahlphase gleichwahrschein-lich 2,4, bis hin zu 2i Weak-Heaps der Gr�o�e i + 1. Damit ist die Wahrschein-lichkeit, da� in einer Runde der R�uckwartsanalyse f�ur die Auswahlphase 2j,j 2 f1; : : : ; ig, Weak-Heaps der Gr�o�e i+ 1 generiert werden, gleich 1=i. 2Satz 27 SeiW (n; s) die Menge aller Weak-Heaps auf den n Objekten f1; : : : ; ngmita[Gparent(n)] = s. Dann gibt es4(n� 2)! (n+ 1)(s� 1) + s�1Xt=1 t(s� 1) + nXt=s+1 ts!



87Weak-Heaps auf den n+ 2 Objekten f1; : : : ; n+ 2g, die von W (n; s) ausgehendin zwei Schritten der R�uckw�artsanalyse generiert werden.Beweis: Da nach Satz 24 im zweiten Schritt der R�uckw�artsanalyse2 �a[Gparent(n+1)] Weak-Heaps erzeugt werden, gilt es, die Ver�anderung diesesWertes schon im ersten Schritt zu verfolgen.In derMergeForest�{ und somit auch in derMergeForestUp{Prozedur ver�an-dern die Bewegungen eines ausgesuchten Wertes zur Wurzel hin nach Hilfssatz34 nicht die Schl�ussel, auf die Gparent(n) und Gparent(n+ 1) zeigen.Ein Schritt der R�uckw�artsanayse beinhaltet einen Aufruf von MergeForestUpund eine abschlie�ende Vertauschung des Wurzelwertes mit dem auf n+1 fest-gelegten Wert der Stelle n, kurz: Swap(a[0]; a[n]). Falls zu diesem ZeitpunktGparent(n + 1) auf den Index 0 zeigt, so wird dieser Tausch den Schl�ussela[Gparent(n+ 1)] ver�andern.Da Gparent(n+1) 6= Gparent(n) und Gparent(n+1) � Parent(n+1) < n ist,gilt auch nach dem ersten Schritt der R�uckw�artsanalyse a[Gparent(n + 1)] 6=s. Demnach werden im zweiten Schritt von keinem Weak-Heap der Gr�o�e nausgehend genau sWeak-Heaps der Gr�o�e n+2 generiert. Demnach k�onnen dieBelegungen von t = a[Gparent(n+1)] in die F�alle t > s und t < s unterschiedenwerden.t > s : MergeForestUp(Gparent(n + 1)) kann im ersten Schritt nicht aufge-rufen worden sein, da dies zu einem nicht zul�assigen Weak-Heap f�uhrenw�urde. Demnach wird Gparent(n + 1) nie 0 und es gibt 2t Weak-Heaps,die im zweiten Schritt generiert werden.t < s : Es werden im zweiten Schritt 2t Weak-Heaps generiert, falls nach demersten Schritt Gparent(n+1) 6= 0 gilt. In einem der s m�oglichen Belegun-gen f�ur t ist Gparent(n + 1) = 0, d.h. es wird a[Gparent(n + 1)] durchSwap(0; n) auf n + 1 gesetzt. Somit werden im zweiten Schritt 2(n + 1)Weak-Heaps generiert.Nach Satz 25 und Folgerung 13 istProb(a[Gparent(n)] = k) = Prob(a[Gparent(n+ 1)] = k) = 1=nunabh�angig vom gew�ahlten k 2 f0; : : : ; ng. Dies gilt somit auch nach dem er-sten MergeForestUp{Schritt. Dementsprechend liegen die F�alle t = k, k 2f1; : : : ; ng � fsg, f�ur die Menge W (n; s) gleich h�au�g vor, n�amlich2s j W (n; s) jn� 1 = 2s(n� 1)!n� 1 = 2s(n� 2)!mal.Unter der Bedingung t < s lassen sich aus der Menge W (n; s) insgesamt2s(n� 2)! nXt=s+1 2t



88 9 DIE VERTEILUNG AUF DER MENGE DER WEAK-HEAPSWeak-Heaps der Gr�o�e n+ 2 erzeugenUnter der Bedingung t > s tritt der Fall Gparent(n+1) = 0 nach Swap(0; n) miteiner Wahhrscheinlichkeit von 1=s und der Fall Gparent(n+1) 6= 0 entsprechendmit einer Wahrscheinlichkeit (s� 1)=s. in diesem Fall lassen sich aus der MengeW (n; s) also insgesamt2s(n� 2)! nXt=s+1�s� 1s 2t+ 1s2(n+ 1)�Weak-Heaps der Gr�o�e n+ 2 erzeugenZusammmengenommen sind dies2(n� 2)! s�1Xt=1((s� 1)2t+ 2(n+ 1)) + nXt=s+1 s � 2t!viele. 2Es werden r�uckw�artig somitnXs=1 4(n� 2)! (n+ 1)(s� 1) + s�1Xt=1 t(s� 1) + nXt=s+1 ts!= 4(n� 2)! (n+ 1) nXs=1(s� 1) + nXs=1 s�1Xt=1 t(s� 1) + nXs=1 nXt=s+1 ts!= 4(n� 2)! (n+ 1) n�1Xs=0 s+ nXt=1 t nXs=t+1(s� 1) + nXt=1 t t�1Xs=1 s!= 4(n� 2)! (n+ 1)�n2�+ nXt=1 t nXs=t+1(s� 1) + t�1Xs=1 s!!= 4(n� 2)! (n+ 1)�n2�+ nXt=1 t n�1Xs=1 s!= 4(n� 2)! (n+ 1)�n2�+ nXt=1 t�n� 12 �!= 4(n� 2)! �n2� n+1Xt=1 t!= 4(n� 2)!��n2��n+ 22 ��= (n+ 2)!Weak-Heaps der Stufe n+ 2 generiert.



89Die Aussage des Satzes erlaubt eine Einsicht in die Gr�o�e des Kon�guratio-nenbaumes, der in zwei Schritten der R�uckw�artsanalyse f�ur eine Menge vonWeak-Heaps mit einer bestimmten Eigenschaft generiert wird.Die genaue Verteilung der Weak-Heaps der Gr�o�e n ergibt sich unmittelbaraus der Gr�o�e der durch die einzelnen Elemente aufgespannten Kon�guratio-nenteilb�aume. Diese zu ermitteln, erweist sich als nicht einfach, da sich dieSonderf�alle, bei denen ein Gparent(n+ l) auf die Wurzel zeigt, �uberlagern undsomit f�ur einen exponentiellen Blow-up an Fallunterscheidungen f�uhren:Beispiel 11 Sei der Ausgangsgrad eines Knotens in dem durch die R�uckw�arts-analyse aufgespannten Kon�gurationenbaum gleich der Anzahl der in einemSchritt von dem Knoten aus erzeugbaren Weak-Heaps.Es soll f�ur einen Weak-Heap der Gr�o�e n mit den Werten a[Gparent(n)] = s,a[Gparent(n + 1)] = t und a[Gparent(n + 2)] = u die Anzahl, der in derR�uckw�artsanalyse in drei Schritten zu generierenden Weak-Heaps ermittelt wer-den. Sei dazu Position(k) eine Funktion, die zu einem vorgegebenen Wert denaktuellen Index bestimmt.Dabei sollen die Prozeduraufrufe MergeForestUp(Position(k1)), Swap(0; n),MergeForestUp(Position(k2)) und Swap(0; n + 1) f�ur alle m�oglichen Paare(k1; k2) hintereinander initiiert werden. Die zu entsprechenden Zeitpunkten vor-liegenden Werte an den Stellen Gparent(n) (initial), Gparent(n+2) (nach demMergeForestUp(Position(k1)){ und Swap(0; n){Schritt) und Gparent(n + 2)(nach dem MergeForestUp((Position(k2)){ und Swap(0; n + 1){Schritt) er-geben durch jeweilige Verdoppelung und Multiplikation untereinander die Teil-baumgr�o�e f�ur das gew�ahlte Paar (k1; k2). Betrachte folgende FallunterscheidungFall 1) k1 = t, d.h. Gparent(n + 1) zeigt nach MergeForestUp(Position(k1))auf die Wurzel. Demnach ist a[Gparent(n + 1)] nach dem ersten Schritt derR�uckw�artsanalyse gleich n+1. Ist k2 = u so ergibt sich nach dem zweiten Schrittein Ausgangsgrad von 2(n+2). Diese Kombination tritt 2�2 mal auf. Ist hingegenk2 6= u so ergibt sich ein Ausgangsgrad von 2u. Letztere Situation tritt 2n malauf.Fall 2) k1 = u, d.h. Gparent(n+ 2) zeigt nachMergeForestUp(Position(k1)) auf die Wurzel. In allen 2t auftretenden F�allendes ersten Schrittes ist der sich ergebene Ausgangsgrad des zweiten Schrittesgleich 2(n+ 1).Fall 3) k1 =2 ft; ug. Hier mu� wieder zwischen dem Situationen k2 = u undk2 6= u unterschieden werden. Im ersten 2(s � 2) � 2 mal vorliegenden Fall istder gesuchte Grad 2(n+ 2) und im zweiten 2(s� 2) � 2(t� 1) mal vorliegendenFall ergibt sich hingegen 2u.Letztendlich m�ussen die Werte der einzelnen F�alle noch aufaddiert werden, umdie Gr�o�e des durch den Weak-Heap in drei Schritten erzeugten Teilbaum zugewinnen.Beschr�ankt man sich auf eine Negativaussage, so gilt folgendes Resultat:



90 10 DIE AVERAGE-CASE ANALYSEN DER AUFBAUPHASESatz 28 Sei ein Weak-Heap WH auf den n Objekten f1; : : : ; ng gegeben. VonWH ausgehend tritt in der R�uckw�artsanalyse auf Wegen der L�ange n kein Aus-gangsgrad doppelt auf.Beweis: Bezeichne mit sl, l 2 f1; : : : ; ng, den Wert a[Gparent(n + l)]. Da-bei beschreibt sl den Ausgangsgrad in der jeweiligen Generationsstufe. NachHilfssatz 6 gilt, da� die Indizes Gparent(n + l) in WH unabh�angig von demAlgorithmenstadium paarweise verschieden sind.In der MergeForestUp{Prozedur ver�andert die Bewegung eines ausgesuchtenWertes zur Wurzel hin nicht die Schl�ussel, auf die Gparent(n+l), l 2 f1; : : : ; ng,zeigen.Der k-te Schritt der R�uckw�artsanalyse, k 2 f1; : : : ; ng, beinhaltet einen Aufrufvon MergeForestUp und eine abschlie�ende Vertauschung des Wurzelwertesmit dem auf n+k festgelegten Wert der Stelle n+k�1. Falls zu diesem ZeitpunktGparent(n+l) f�ur ein l 2 f1; : : : ; ng auf den Index 0 zeigt, so wird dieser Tauschden Schl�ussel sl auf n+k setzen. Dabei ist f�ur alle j 2 f1; : : : ; ng�flg: n+k > sjIn der l-ten Stufe der R�uckw�artsanalyse ist der Wert sl somit entweder un-ver�andert oder auf einen Wert n + k, k 2 f1; : : : ; ng gesetzt. Nie jedoch ent-spricht er einem Wert sj f�ur j 2 f1; : : : ; ng�flg. Die Werte sl, l 2 f1; : : : ; ng, inWH bleiben also auf allen Wegen der L�ange n der R�uckw�artsanalyse paarweiseverschieden, kein Ausgangsgrad tritt also doppelt auf. 2Die Ausgangsgrade im Kon�gurationenbaum unterscheiden sich in einem festge-haltenen Level stark voneinander doch belegt Satz 28, da� dieses Mi�verh�altnisin mehreren MergeForest{ Schritten zum Teil wieder kompensiert wird.Zusammenfassend kann demnach festgehalten werden, da� die Auswahlphasevon WEAK-HEAPSORT dazu neigt, die nach der Aufbauphase bestehendeGleichverteilung von Weak-Heap in mehreren Schritten wieder anzun�ahern.10 Die average-case Analysen der AufbauphaseNichts ist best�andig! Manches Mi�verh�altnis l�ost unbe-merkt, indem die Tage rollen, durch Stufenschritte sich inHarmonie. Johann Wolfgang von GoetheDie nat�urliche Tochter IV, 210.1 Aufbauphase von HEAPSORTMan soll die Dinge nicht so tragisch nehmen, wie sie sind.Karl Valentin



10.1 Aufbauphase von HEAPSORT 91Der Aufbau eines Heaps erh�alt die Gleichverteilung, d.h. jeder der entstehendenHeaps birgt die gleiche Wahrscheinlichkeit, generiert zu werden. Dadurch l�a�tsich die Durchschnittszahl an Vergleichen ermitteln, die in der Aufbauphasenotwendig ist.Doberkat (1980 und 1984) w�ahlt hierzu einen auf den ersten Blick befremdendenAnsatz zur Analyse, den er selbst wie folgt charakterisiert:The algorithm is regarded as a kind of measure transfoming machi-ne, which has as input the distribution of the random variables, onthe realizations of which the algorithm is to be performed, and asoutput the image of the measure with respect to the function whichis computed by the algorithm.Es wird angenommen, da� die n Eingaben des Algorithmus aus einer symme-trischen Menge A stammen, die die folgenden Eigenschaften hat:1. A � Rn ist eine Borel Menge, d.h. ein Element der kleinsten �-Algebra B�uber Rn, die jede o�ene Menge noch ganz enth�alt.2. Wenn x 2 A ist, dann gilt f�ur i 6= j: xi 6= xj .3. Wenn x = (x1; : : : ; xn)T 2 A ist, dann ist f�ur alle � 2 Sn auch(x�(1); : : : ; x�(n))T 2 A.Bedingung 1) erm�oglicht es, ein Wahrscheinlichkeitsma� auf A zu de�nieren.Bedingung 2) gilt bei einer kontinuierlichen Wahrscheinlichkeitsverteilung fast{�uberall (d.h. bis auf eine Menge mit dem Ma� Null). Bedingung 3) sichert, da�die Ausgabe des Algorithmus nicht aus A 'entwischt'.Als Hilfsmittel werden zwei zentrale S�atze aus der Analysis im Rn ben�otigt: DerTransformations{ und der Eindeutigkeitssatz.Satz 29 Sei X o�ene Menge im Rn und f : X ! Y ein C1-Di�eomorphismus(bijektive, stetig di�erenzierbare Abbildung mit detF 0(x) 6= 0). Dann gilt:� f ist (Lebesque{)integrierbar �uber Y genau dann, wenn (f � F ) j detF 0 j(Lebesque{)integrierbar �uber X ist und� RY f(y)dy = RX(f � F (x)) j detF 0(x) j dx.Beweis: (Rudin (1974)).2Satz 30 Seien �1; �2 Wahrscheinlichkeitsma�e auf der von A induzierten BorelMenge B, so da� f�ur alle stetigen und beschr�ankten Abbildungen g : A! R gilt:ZA gd�(1) = ZA gd�(2):Dann ist �(1) = �(2) f�ur alle A 2 B.



92 10 DIE AVERAGE-CASE ANALYSEN DER AUFBAUPHASEBeweis: (Rudin (1974)).2Es wird angenommen, da� die Verteilung � der Elemente in A die Dichte fbesitzt, d.h. f�ur alle Borel Mengen B � A gilt:�(B) = ZB f(x)dx: (39)Das Paar (A; �) wird als symmetrisches Modell (Doberkat (1983)) bezeichet.Ein Vektor x 2 A hei�t k-Heap, wenn der durch k beschriebene Teilbaum dieHeapeigenschaft erf�ullt. Desweiteren bezeichne mit Ak die Menge aller k-Heaps.Wenn nun auf y 2 Ak+1 ReHeap(k) angewendet wird, so ergibt sich ein k-Heap,an dessen Wurzel ein Element j steht. Die Menge Ak;j bestehe aus den (k+1)-Heaps, die diese Eigenschaft haben. Dann ergibt sich das folgende Resultat inAnalogie zu Satz 19:Hilfssatz 36 Sei Rk : Ak+1 ! Ak, die zu ReHeap(k) korrespondierende Ab-bildung, dann ist Rk : Ak;j ! Ak f�ur alle j im Teilbaum zur Wurzel k eineBijektion.Beweis: (Doberkat (1984)) Rk beschreibt den Algorithmus im k{ten Schrittder Aufbauphase. Bezeichne mit sk die Anzahl der Elemente in dem durchk beschriebenen Teilbaum. Im aufgespannten Kon�gurationenenbaum wurdegezeigt da� genau sk Vorg�angerkon�gurationenK1k+1; : : : ;Kskk+1 in Kk m�unden,bzw. die Zuordnung Kon�gurationen{Vorg�angerkon�gurationbei festgehaltenenj 2 f1; : : : ; skg eineindeutig war. 2Demnach hat jeder k-Heap genau Ck = sbn=2c+1 � : : : � sk Urbilder unter Rk.Sei �(k) die Wahrscheinlichkeitsverteilung aller k-Heaps, d.h.�(bn=2c+1) = ��(k) = Rk(�(k+1)):Der durch k beschriebene Teilbaum sei im folgenden mit Tk bezeichnet.Satz 31 Der Algorithmus erh�alt die Orginalverteilung bis auf einen konstantenFaktor: �(k)(A) = 0@bn=2cYi=k sj1A � �(A)= Ck � ZA f(x)dx:



10.1 Aufbauphase von HEAPSORT 93Beweis: (Doberkat (1984)) Dies ist eine Folgerung aus Satz 19, da f�ur ein sym-metrisches Modell (vergl. Doberkat (1993)) die gleiche Verteilung bez�uglich einervorde�nierten Ordnung wie das diskrete Modell liefert, sofern der Algorithmusdie Eingabe nur entsprechend dieser Ordnung ver�andert.Doberkat gibt auch einen von Satz 19 unabh�angigen Beweis, den er durchR�uckw�artsinduktion �uber k startend bei k = bn=2c+ 1 f�uhrt. Da sbn=2c+1 = 1gilt f�ur den Induktionsanfang:�(bn=2c+1)(A) = P (� 2 A) = ZA f(x)dx:Sei die Aussage f�ur k+1 � bn=2c+1 bewiesen und sei h : Ak ! R eine stetigeund beschr�ankte Abbildung. Dann gilt:ZAk hd�(k) Urbilder= ZR�1k (Ak) h �Rkd�(k+1)Hypoth:= Ck+1 ZAk+1 h(Rk(x))f(x)dxfsymm:= Ck+1 ZAk+1 h(Rk(x))f(Rk(x))dxPartit:vonAk+1= Ck+1 Xj2Tk ZAk+1;j h(Rk(x))f(Rk(x))dxHS36;Satz29= Ck+1 Xj2Tk ZAk h(x)f(x)dxjTkj=sk= Ck+1 � sk ZAk h(x)f(x)dx= Ck ZAk h(x)f(x)dx:Somit folgt die Behauptung aus dem Eindeutigkeitssatz 30.Damit gliedert sich das Resultat von Knuth in diesen kontinuierliche Fall ein. 2Satz 32 F�ur alle j in Tk gilt:�(k+1)(Ak;j) = s�1k : (40)Beweis: (Doberkat (1984))�(k+1)(Ak;j) Satz31= Ck+1�(Ak;j)Def:�= Ck+1 ZAk;j f(x)dx



94 10 DIE AVERAGE-CASE ANALYSEN DER AUFBAUPHASE(�)= Ck+1 ZAk f(x)dxDef:�= s�1k Ck�(Ak)Satz31= s�1k �(k)(Ak)�(k)(Ak)=1= s�1k :2Die Gleichheit der Umformung (�) gilt nach Satz 29 und Hilfsatz 36, da dieBijektion Rk eine Permutationsmatrix darstellt. Der Betrag der Determinanteder Jakobi{Matrix ist folglicherweise gleich 1. 2Sei d(k; j) die Entfernung von den Elementen zu den Positionen k und j. Sie istein Ma� f�ur die Anzahl der Vertauschungen, die durchgef�uhrt werden m�ussen.Sei f(k; j) die Anzahl der Vergleiche f�ur y 2 Ak;j , d.h. f(1; 1) = 2, f(k; j) = 0f�ur k > bn=2c und f(k; j) = 2(d(k; j)� 1) + sbn=2c + sj : (41)Nun wird die Erzeugendenfunktion f�ur die Wahrscheinlichkeiten der Anzahl vonVergleichen in Tk entsprechend Satz 32 wie folgt de�niert:Vk(z) = s�1k � 1Xt=0f�(k+1)(Ak;j); j 2 Tk, f(k; j) = tg � zt (42)= s�1k � 1Xt=0 j fj; j 2 Tk, f(k; j) = tg j �zt: (43)Satz 33 Die Erzeugendenfunktion V f�ur die Wahrscheinlichkeiten der Anzahlvon Vergleichen in der Generierungsphase von HEAPSORT ist gegeben durch:V(z) = nYk=1Vk(z): (44)Beweis: (Doberkat (1984)) Falls mit Vk(z) =P1tk=0 vk;tkztk f�ur k 2 f1; : : : ; ngeine Menge von Potenzreihen beschrieben wird, so gilt f�ur das n-fache Produkt(j T j= t1 + : : :+ tn):nYk=1Vk(z) = 1Xt=00@XjT j=t v1;t1 � : : : � vn;tn1A � zt:Man spricht auch von der n{fachen Faltung der zugeh�origen Koe�zientenfolgen.Somit ist:V(z) = nYk=1 skVk(z)sk



10.1 Aufbauphase von HEAPSORT 95= Cn � 1Xt=00@XjT j=t j fj1; j1 2 T1; f(1; j1) = t1g j� : : : �j fjn; jn 2 Tn; f(n; jn) = tng j 1A � zt= Cn � 1Xt=00@XjT j=t j f(j1; : : : jn); jk 2 Tk; nXk=1 f(k; jk) = tg j1A � zt= Cn � 1Xt=00@XjT j=t j f(j1; : : : jn); jk 2 Tk; bn2 cXk=1 f(k; jk) = tg j1A � zt:F�ur beliebige jk 2 Tk seiP (j1; : : : ; jbn2 c) = fx 2 A j 8k 2 f1; : : : ; bn2 cg : x(k+1) 2 Ak;jkg:F�ur alle x 2 P wurdenPbn2 ck=1 f(k; j) Vergleiche durchgef�uhrt. F�ur alle Belegun-gen von j1; : : : ; jbn2 c existiert eine durch eine Permutationsmatrix darstellbareBijektion von P (j1; : : : ; jbn2 c) nach P (1; : : : ; bn2 c). Nach dem Transformations-satz gilt demnach�(P (j1; : : : ; jbn2 c)) = �(P (1; : : : ; bn2 c)) = C�1nDamit gilt Cn 1Xt=00@XjT j=t j f(j1; : : : jn); jk 2 Tk; bn2 cXk=1 f(k; jk) = tg j1A � zt= 1Xt=00@XjT j=tf�(P (j1; : : : jn)); jk 2 Tk; bn2 cXk=1 f(k; jk) = tg1A � zt= 1Xt=0 �(V = t) � ztmit V als die Anzahl der Vergleiche in der Aufbauphase. Damit ist V(z) eineErzeugendenfunktion f�ur die Anzahl der Vergleiche. 2Da der Mittelwert sich aus der Di�erentation (mit anschlie�ender Auswertungan der Stelle 1) der zugeh�origen Erzeugendenfunktion ergibt, betr�agt die mittle-re Anzahl von Vergleichen w�ahrend der Aufbauphase V 0(1). Seien G(z) und F (z)zwei Funktionen mit G(1) = F (1) = 1, dann gilt f�ur H(z) = G(z)F (z) nach derProduktregel H 0(z) = G0(z)F (z)+G(z)F 0(z), also H 0(1) = G0(1)+F 0(1). Dem-nach l�a�t sich die mittlere Anzahl von Vergleichen w�ahrend der Aufbauphaseauch wie folgt bestimmen: V 0(1) = nXk=1V 0k(1): (45)



96 10 DIE AVERAGE-CASE ANALYSEN DER AUFBAUPHASESatz 34 Sei �i =P1j=1 12j�1 , d.h. �1 = 1:6066951 : : : bzw. �2 = 1:1373387 : : :.Die Generierungsphase von HEAPSORT ben�otigt im Durchschnitt (�1 +2�2 �2)n+�(logn) Vergleiche und (�1 + �2 � 2)n+�(logn) Zuweisungen.Beweis:(Skizze nach Doberkat(1984)) Im Fall n = 2l+1 � 1 lauten die Erzeu-gendenfunktionenV2j+i(z) = 12l+1�j � 1 � 2l�jz2(n�j)(3z2 � 1)� z22z2 � 1 ; (46)wobei j 2 f0; : : : ; l � 1g und i 2 f0; : : : ; 2j � 1g.und damit V(z) = l�1Yj=0� 12n+1�j � 1 � 2n�jz2(n�j)(3z2 � 1)� z22z2 � 1 �2j : (47)Geschickte logarithmische Di�erentation liefert mitxl = lXj=1 j2j � 1yl = lXj=1 12j � 1folgenden Mittelwert:V 0(1) = 2l+1(2yn+1 � xn+1 � 2) + 2:2 (48)Die Erzeugendenfunktion f�ur xl ist:F(z) = 11� z 1Xk=1 z2k � z (49)und f�ur yl: G(z) = z1� z 1Xk=1 2k2k � z (50)Mit Hilfe von dem Satz von Daboux (Greene (1981)) k�onnen die Polstellender Erzeugendenfunktionen zu einer verfeinerten Approximation von xl und ylgenutzt werden, was zu den Ergebnissen:xl = �1 � l2l � 13 � 22l + o� 122l�yl = �1 + �2 � l2l � 13 � 22l + o� l22l� ;



10.2 Aufbauphase von BOTTOM-UP-HEAPSORT 97wobei �1 und �2 die in der Behauptung beschriebenen Konstanten darstellen.Einsetzen in Gleichung 48 liefert dann das zu erzielende Ergebnis.Im Falle n 6= 2l+1 � 1 gestalten sich die Formeln f�ur die Erzeugendenfunktio-nen wesentlich komlexer. Dennoch sind im Grunde die gleichen Schritte durch-zuf�uhren, um zu dem behaupteten Ergebnis zu gelangen.Der Beweis f�ur die Anzahl der Zuweisungen verl�auft analog.210.2 Aufbauphase von BOTTOM-UP-HEAPSORTGeduld ist zweierlei: Ruhige Ertragung des Mangels und Ru-hige Ertragung des �Uberma�es. NovalisDie Analyse dieser Phase ist durch die Resultate der HEAPSORT-Untersuchun-gen zu erschlie�en:Satz 35 Sei �i =P1j=1 12j�1 , d.h. �1 = 1:6066951 : : : bzw. �2 = 1:1373387 : : :,und � = P1h=2 12h(2h�1) � 0:1066952. BOTTOM-UP-HEAPSORT ben�otigt f�urdie Aufbauphase im Mittel(9=2� �1 � �2 � �)n+�(logn) � 1:649271nVergleiche.Beweis: (Wegener (1993)) Wenn mit lHS die halbe Anzahl an Vergleichenw�ahrend eines ReHeap-Schrittes von HEAPSORT bezeichnet wird und lBUSdie Anzahl der Vergleiche von BottomUpSearch bezeichnet, so gelten die fol-genden Beziehungen:lHS + lBUS = d+ 2 wenn 0 < j < d,lHS + lBUS = d+ 1 wenn 0 = j oder j = d,wobei d die L�ange des aktuellen speziellen Pfades ist.Mit LHS , LBUS und D seien die Zufallsvariablen der Summen aller lHS , lBUSund d bezeichnet. Satz 34 zeigt auf, da� der Mittelwert E(LHS) gleich (�1=2+�2 � 1)n + �(logn) ist. Die Hilfss�atze 18 und 20 f�uhren hingegen zu E(D) =n+�(logn).Sei T eine Zufallsvariable, die die Aufrufe von BottomUpSearch z�ahlt, wo lHS+lBUS = d+ 1 gilt. Dann ist der gesuchte Erwartungswert:E(LBUS) = E(D) + 2bn=2c �E(T )�E(LHS)= (3� �1=2� �2)n�E(T ) + �(logn):Um E(T ) zu bestimmen betrachte zun�achst den Fall j = 0, d.h. die Wurzelist das kleinste Element im betrachteten Teilbaum. Wenn in dem Teilbaum



98 11 DIE AVERAGE-CASE ANALYSEN DER AUSWAHLPHASEr Elemente liegen, ist die Wahrscheinlichkeit diese Falles gleich 1=r. Da einFehler der Gr�o�e �(logn) zugelassen wird, betrachte vereinfachenderweise, da�in den n=2h Teilb�aume 2h�1 Elemente liegen, d.h. alle betrachteten Teilb�aumevollst�andig sind. Damit liegt die erwartete Anzahl von Situationen, wo j = 0ist, bei �n+�(logn), wobei� = 1Xh=2 12h(2h � 1) � 0:1066952:Betrachte nun den Fall j = d, d.h. das kleinste, speziell genannte, Element aufdem speziellen Pfad liegt an einem Blatt an. Sei c die Anzahl von Vergleichenund i die Anzahl von Zuweisungen, die das HEAPSORT-ReHeap ben�otigt. Wei-terhin sei s die Anzahl der Kinder des speziellen Elementes. Dann gilt c = 2i+s.Es bezeichnen C,S bzw. I die Zufallsvariablen, die die Summe von allen c,s bzw.i beschreiben. Nach Satz 34 gilt: E(S) = E(C)� 2E(I) = (2��1)n+�(logn).F�ur maximal blognc F�alle kann s = 1 gelten, da alle Teilb�aume zu Wurzeln, dienicht auf dem speziellen Pfad liegen, vollst�andig sind.Folglicherweise liegt die Wahrscheinlichkeit, da� s = 2 ist, beiE(S)bn=2c = 2� �1 +�� lognn � � 0:3933049:Und die Gegenwahrscheinlichkeit 0:6066951 bezeichnet im Rahmen der vorge-gebenen Fehlerschranke �(logn=n) die Wahrscheinlichkeit, da� s = 0 gilt.Damit ist das Mittel der Situation j = d:��1 � 1 + �� lognn �� � bn=2c = (�1=2� 1=2))n+�(logn):Somit ergibt sich E(T ) aus der Summe der Ergebnisse zu den F�allen j = 0 undj = d und letztendlich ist:E(LBUS) = (7=2� �1 � �2 � �)n+�(logn):Die Addition der Vergleichsanzahl, die durch LeafSearch gem�a� Hilfssatz 20entsteht, liefert die Behauptung.211 Die average-case Analysen der Auswahlpha-se Alles beginnt mit der Sehnsucht.Nelly Sachs



11.1 Die average-case Analyse von BOTTOM-UP-HEAPSORT 9911.1 Die average-case Analyse von BOTTOM-UP-HEAP-SORT Warum scheuen Sie sich auch so sehr, etwas zu wiederho-len, das schon vor Ihnen gesagt worden ist. In Verbindungmit Ihren eigenen Gedanken erscheint das Alte selbst dochimmer von einer neuen Seite. Moses Mendelssohnan Immanuel Kant, 25.12.1770Die Auswahlphase zerst�ort die Gleichverteilung. Schon nach der Entnahme einesElementes an der Wurzel ist die Wahrscheinlichkeit der so erzeugten Heaps un-tereinander nicht gleich. Der Beleg dazu kann durch ein einfaches Zahlenbeispielgefunden werden. Es gibt nach der Generierungsphase 3 gleichwahrscheinlichauftretende Heaps der Gr�o�e 4. Somit k�onnen dann die 2 existierenden Heapsder Gr�o�e 3 nach der Entnahme der Wurzel nicht gleichwahrscheinlich sein.Diese Betrachtung hat eine exakte average-case Analyse von allen HEAPSORT-Varianten bis dato unm�oglich gemacht.Sedgewick und Scha�er (1993) erzielen durch ein vergleichsm�a�ig einfaches Auf-z�ahlungsargument folgendes Ergebnis:Satz 36 Die Durchschnittsanzahl von Vergleichen f�ur BOTTOM-UP-HEAP-SORT ist kleiner als n logn+ n log logn+O(n).Beweis: (Wegener (1995)) Der Beweis st�utzt sich auf die Gr�o�en des durch dieR�uckw�artsanalyse generierten Kon�gurationenbaum.Es reicht zu zeigen, da� die durchschnittliche Summe der Einsinktiefen minde-stens (1� �n)(n logn� n log logn� 3n) f�ur ein 0 < � < 1 betr�agt.Sei d1; : : : ; dn eine Folge von m�oglichen Einsinktiefen, wobei sich di auf dieReHeap-Prozedur nach der Entfernung des Objektes i bezieht. Seien j1; : : : ; jndie korrespondierenden Indizes in der R�uckw�artsanalyse, d.h. ji ist der Index,der f�ur PullUp(ji) gew�ahlt wurde, um den Heap der Gr�o�e i nach Entfernendes Objektes i wieder zu rekonstruieren. Demnach entspricht eine PullUp{Folgegenau einem Heap.Es kann direkt die Beziehung di = blog jic abgelesen werden, da das Elementi nur bis zur Stelle ji einsinken wird. Umgekehrt gibt es f�ur jedes di nur 2dim�ogliche ji-Werte. Da j1 = 0 , j2 = 0 und ji 2 f1; : : : ; blogncg f�ur i � 3 ist, gibtes weniger als blogncn M�oglichkeiten, eine PullUp{ Folge zu bilden. Weiterhinist die Zahl der zu d1; : : : ; dn korrespondierenden PullUp{Folgen kleiner alsnYi=1 2di = 2Pni=1 di :Die Idee ist es, da� Folgen kleiner Einsinktiefen nur wenige zugeh�orige PullUp-Folgen haben. Sei M = Pni=1 di. Damit ist die Zahl der Pull � Up-Folgen zuFolgen von Einsinktiefen mit J �M durch blogncn2J beschr�ankt.



100 11 DIE AVERAGE-CASE ANALYSEN DER AUSWAHLPHASEF�ur J = n(logn � log logn � 3) ergibt sich, da� die Anzahl der Heaps, derenSumme der Einsinktiefen durch J beschr�ankt ist, selber durch(logn)n2J = 2n(logn+log logn�log logn�3) = �n8�nbeschr�ankt ist.Die Anzahl aller Heaps ist nach Satz 20 gleich f(n) = n!nQi=1 si , wobei si die Gr�o�edes Teilbaumes zur Wurzel i ist.Sedgewick und Scha�er (1993) geben eine untere Grenze f�ur f(n) mit (n=7)nan.Nunmehr erweist sich die Wahl von J als geeignet. Wenn die Summe der Ein-sinktiefen gr�o�er als J sind so werden sie mit J bewertet, anderenfalls mit 0.Damit ist der Erwartungswert f�ur die Summe der Einsinktiefen mindestensJ ��1� (n=8)n(n=7)n�+ 0 �� (n=8)n(n=7)n� = J ��1��78�n� :2 (51)Li und Vit�anyi (1993) stellen eine Analyseidee von Ian Munro vor, die zu einemaverage-case von n logn + O(n) f�uhrt. Sie wird im folgenden unabh�angig vonder dortigen Grundlage der Kolmogoro� Komplexit�at dargestellt.De�nition 6 Eine bin�are Codierung einer Menge M ist eine injektive Abbil-dung C : M ! f0; 1g�. Die Codierungsl�ange eines Elementes x sei mit lC(x)bezeichnet und kennzeichne die Tupelgr�o�e des Bildes von x.Satz 37 (Inkompressionstheorem). Sei jM j = m. F�ur alle Codierungen C undalle b 2 f0; : : : ; dlogmeg existieren mindestens m(1 � 2�b) + 1 Elemente, dieeine Codierungsl�ange von mindestens dlogme � b haben.Beweis: (Li und Vit�anyi (1993)) Die Anzahl aller Bilder von M unter C istaufgrund der Injektivit�at von C gleich m. Die Anzahl aller Darstellungen mitweniger als dlogme � b Bits ist gleichdlogme�b�1Xi=0 2i = 2dlogme�b � 1:Zieht man diese Zahl von der M�achtigkeit der Menge aller Bilder ab, so erh�altman die minimale Anzahl der Elemente x, die eine Codierungsl�ange lC(x) vonmindestens dlogme � b haben:m� �m2dlogme�b � 1� � m �1� 2�b�+ 1:2



11.1 Die average-case Analyse von BOTTOM-UP-HEAPSORT 101Beispiel 12 Die Menge Sn aller Permutationen hat nach der Stirling'schenFormel n! � nne�np2�n viele Elemente (vergl. Anhang). Somit k�onnen f�uralle Codierungen mindestens 1 � (1=2)n=2 Elemente p ausgew�ahlt werden, dieeine Codierungsl�ange lC(p) von mindestens n logn� 2n besitzen.Hilfssatz 37 F�ur alle Codierungen C existieren mindestens 1� (1=2)n=2 durchdie Prozedur Heapify aus einer Permutation p 2 Sn generierte Heaps h, soda� die Codierungsl�ange f�ur h (lC(h)) mindestens n logn� 4n betr�agt.Beweis: (Li und Vit�anyi (1993)12) Es wird bei gegenteiliger Annahme gezeigt,da� sonst auch p 2 Sn mit weniger als n logn� 2n codiert werden kann. Dazuwird jeder Pfad P eines einsinkenden Elementes wie folgt codiert: VerzweigtP nach links, so bezeichne die Kante mit den Bitstring '00', verzweigt P nachrechts, so w�ahle entsprechend '01'. Das Ende eines Pfades wird mit '11' festge-legt. Nach Hilfssatz 18 ist die Summe der L�angen der in der Generierung ent-stehenden Pfade h�ochstens n� 1. Damit werden insgesamt weniger als 2n Bitszur Codierung der gesamten Aufbauphase ben�otigt. Die R�uckw�artsbetrachtungdes Codes erm�oglicht es, aus den generierten Heaps durch die somit vollst�andigfestgelegten PullUp{Operationen die Ausgangspermutation p aus h zu gewin-nen. Damit w�are p mit n logn � 4n + 2n = n logn � 2n codiert. Widerspruch.2Hilfssatz 38 Sei di die Einsinktiefe eines Elementes im i{ten Schritt der Aus-wahlphase. Dann existiert eine Codierung C 0 von Heaps h mit den folgendenEigenschaften:1. Die L�ange der Codierung von h betr�agt:lC0(h) = n�1Xi=2 (di + 2dlog(dlogne � di + 1)e) � ndlogne+ 6n:2. Der Code C 0 erm�oglicht die r�uckw�arige Konstruktion von h mittels PullUp-Folgen.Beweis: (Li und Vit�anyi (1993)13)1. Der Pfad P eines einsinkenden Elementes in der Auswahlphase wird wiefolgt codiert: Verzweigt P nach links, so bezeichne die Kante mit dem Bit-string '0', verzweigt P nach rechts, so w�ahle entsprechend '1'. Das Endevon P wird durch die Codierung der Gr�o�e dlogne � jP j festgelegt. DieTrennung von der Gr�o�encodierung und des eigentlichen Pfades P wird12Ebd. wird die Grenze n logn� 6n bewiesen.13Ebd. wird die Ungleichung in 1. nicht gezeigt und die Codierung un�otigerweiseverkompliziert.



102 11 DIE AVERAGE-CASE ANALYSEN DER AUSWAHLPHASEdurch eine Verdoppelung der Bitanzahl des Gr�o�encodes, einer sogenann-ten Selbstbeschr�ankung, erreicht.Sind mit di, i 2 f2; : : : ; n�1g, jeweils die Tiefen der einsinkenden Elementebezeichnet, so werden zu Codierung aller Pfade P insgeamtlC0(h) = n�1Xi=2 (di + 2dlog(dlogne � di + 1)e)Bits ben�otigt.Ist di � dlogne � 4, so gilt di +2dlog(dlogne � di +1)e � dlogne+2, wiedie folgende Betrachtung belegt:Es existiert ein x 2 f0; : : : ; dlogne� 4g mit di = dlogne� 4�x. Damit istdi + 2dlog(dlogne � di + 1)e = dlogne � 4� x+ 2dlog(5 + x)eF�ur x 2 f0; 1; 2; 3g stimmt somit die behauptete Ungleichung. F�ur x 2f4; : : : ; logn� 4g gilt sowohl5 + x < 4x , log(5 + x) < log 4 + logx) 2dlog(5 + x)e < 2(dlog 4 + logxe)) 2dlog(5 + x)e < 2dlog 4e+ 2dlogxeals auch x � 2dlogxe � 2 und somit gilt:di + 2dlogdlogne � di + 1e < dlogne � 4� x+ 2dlog 4e+ 2dlogxe= dlogne � x+ 2dlogxe� dlogne+ 2:Falls dlogne � 4 < di � dlogne ist, so gilt:di + 2dlog(dlogne � di + 1)e � di + 2dlog 5e� dlogne+ 6:Damit gilt insgesamt:lC0(h) = n�1Xi=2 (di + 2dlog(dlogne � di + 1)e) � ndlogne+ 6n:2. Die r�uckw�artige Konstruktion von h aus dem einzigen Heap der Gr�o�e 1 istanalog zur Aufbauphase durch die gespeicherten Pfade in C 0 festgelegtenPullUp{Operationen in lC0(h) Schritten m�oglich. 2



11.1 Die average-case Analyse von BOTTOM-UP-HEAPSORT 103Hilfssatz 39 Sei f(n) 2 !(1). Wenn n�1Pi=2 di = ndlogne � nf(n) gilt, dann istnf(n)� maxdi2f0;:::;dlogneg(n�1Xi=2 2dlog(dlogne � di + 1)e) = !(n):Beweis: Aufgrund der Konkavit�at der log{Funktion werden die Extremwerteder in den Variablen di de�nierten Funktiong(d2; : : : ; dn�1) = n�1Xi=2 2dlog(dlogne � di + 1)edort erreicht, wo alle di den gleichenWert haben (Fall 1) oder dort, wo m�oglichstviele di extrem klein bzw. gro� gew�ahlt werden (Fall 2).Fall 1: Die Werte von di betragen nach Voraussetzung (ndlogne�nf(n))=n =dlogne � f(n). Damit ist der Funktionswert von nf(n) � g(d2; : : : ; dn�1)gleichnf(n)� n�1Xi=2 2dlog(f(n) + 1) � nf(n)� 2ndlog(f(n) + 1)e= n(f(n)� 2dlog(f(n) + 1)e):Es gibt ein n0, so da� f�ur alle n � n02dlog(f(n) + 1)e � f(n)=2gilt. Da f(n) 2 !(1) ist, gilt somit auch f(n) � 2dlog(f(n) + 1)e 2 !(1)und nf(n)� g(d2; : : : ; dn�1) = !(n).Fall 2: Die Anzahl der auf dlogne setzbaren Werte ist h�ochstens (ndlogne �nf(n))=dlogne = n(1 � (f(n)=dlogne)). Dementsprechend sind die auf 0setzbaren di{Werte h�ochstens n(f(n)dlogne). Damit ist der Funktionswertvon nf(n)� g(d2; : : : ; dn�1) gleichnf(n)� n�1Xi=2;di=0 2dlog(dlogne+ 1)e= nf(n)� 2nf(n)dlog(dlogne+ 1)edlogne� n�f(n)� 2f(n)dlog(dlogne+ 1)edlogne � :



104 11 DIE AVERAGE-CASE ANALYSEN DER AUSWAHLPHASEEs gibt ein n0, so da� f�ur alle n � n02dlog(dlogne+ 1)edlogne � 1=2gilt. Da f(n) 2 !(1) ist, gilt somit auch f(n)� 2f(n)dlog(dlog ne+1)edlog ne 2 !(1)und nf(n)� g(d2; : : : ; dn�1) = !(n).2Satz 38 Die Durchschnittsanzahl von Vergleichen f�ur BOTTOM-UP-HEAP-SORT ist h�ochstens als n logn+O(n).Beweis: (Li und Vit�anyi (1993)14) Es reicht zu zeigen, da� die durchschnittlicheSumme der Einsinktiefen di in der Auswahlphase und ausreichend vielen F�allenmindestens n logn�O(n) ist.Nach Hilfssatz 37 sind f�ur einen Mindestanteil von (1� (1=2)n=2) der Elementep 2 Sn die Codierungsl�angen der aus p generierten Heaps h mindestens n logn�4n. Dieses gilt insbesondere f�ur die in Hilfssatz 38 beschriebenen Codierung C 0.F�ur dessen Codel�angelC0(h) = n�1Xi=2 (di + 2dlog(dlogne � di + 1)e)gilt somit lC0(h) = n logn��(n): (52)Der Hilfssatz 39 scha�t nun eine Verbindung zwischen der Summe der Ein-sinktiefen d(n) = Pn�1i=2 di und der Codierung lC0(h). Falls d(n) superlinearunterhalb von ndlogne liegt, d.h d(n) = ndlogne � f(n)n mit f 2 !(1), dannergibt sich ein Widerspruch zu Gleichung 52:lC0(h) = n�1Xi=2 (di + 2dlog(dlogne � di + 1)e)� ndlogne � nf(n) +maxdi2f0;:::;dlogneg(n�1Xi=2 (di + 2dlog(dlogne � di + 1)e))= ndlogne � !(n):Somit ist f�ur eine Konstante c und f�ur einen Anteil von 1 � (1=2)n=2 allerPermutationen und somit aller Heaps die Summe der Einsinktiefen gr�o�er alsn logn�O(n). 2Die Eingrenzung von dem Vorfaktor des linearen Terms ist nur unter realisti-schen Modellannahmen gezeigt worden. Zentral ist der Begri� des kurzen bzw.14Ebd. wird der �Ubergang von der Codierungs- zur Pfadl�ange nicht ersichtlich.



11.1 Die average-case Analyse von BOTTOM-UP-HEAPSORT 105langen Weges. Ein (spezieller) Weg ist kurz (bzw. lang), wenn er auf einem Blattdes vorletzten (letzten) Level endet.Carlsson (1987a) verfolgte den Ansatz, da� in jedem Schritt des Algorithmuszuf�allige Heaps entstehen, f�ur die die folgende Eigenschaft wesentlich ist:(M) Wenn an einem Knoten x der linke Teilbaum i und der rechte Teilbaum jKnoten besitzt, so ist die Wahrscheinlichkeit, da� der spezielle Pfad denlinken Teilbaum w�ahlt, gleich i=(i+ j)F�ur n = 2k � 1 ergeben sich durch (M) nach (fehlerhaften Berechnungen von)Carlsson 0:279n kurze Wege, was von den Experimenten weit entfernt liegt, dadiese ca. 0:5n kurze Wege versprechen.Wegener (1993) schlug ein anderes Modell vor:(M 0) Die Wahrscheinlichkeit, da� der spezielle Pfad den linken Teilbaum aneinem Knoten x w�ahlt, ver�andert sich w�ahrend der Auswahlphase nicht.
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kAbbildung 24: Unterschiedlichen Modellannahmen: a) Model (M), b) Model(M 0).Es werden die Konsequenzen analysiert, die sich aus (M 0) ergeben. Sei n = 2k�1+�2k mit 0 � � < 1. Zum Beginn der Auswahlphase ist die Wahrscheinlichkeit,in die schlechte Region zu gelangen gleich �2k+�2k�2k+�2k+(1��)2k = 2�=(1+�), da dieHeaps gleichverteilt sind und damit als zuf�allig angenommen werden k�onnen.Entprechend ist die Wahrscheinlichkeit f�ur die gute Region (1� �)=(1 + �).Falls in den ersten �2k Aufrufe von BottomUpReHeap die gute Region betretenwird, so ist der spezielle Weg kurz. Wird die schlechte Region betreten, so sindeventuell einige Bl�atter schon eliminiert und damit ist der spezielle Weg nichtunbedingt lang. Im Mittel sind die H�alfte der Wege lang. Damit ist die erwarteteAnzahl von kurzen Wegen:�11� �1 + � + 12 � 2�1 + ���2k = �1 + �2k (53)



106 11 DIE AVERAGE-CASE ANALYSEN DER AUSWAHLPHASEDie schlechte Region wird f�ur die folgenden 2k � 1 � 2k BottomUpReHeapAufrufe im Mittel (2�=(1 + �))2k{fach betreten, w�ahrend die gute Region ent-sprechend ((1� �)=(1 + �))2k mal erreicht wird.Wenn der Baum auf dem letzen Level (Tiefe d) mehr als �2d Knoten besitzt, sosind alle Wege in der schlechten Region lang und in der guten Region zur H�alftekurz. Somit ergeben sich in diesem Fall insgesamt12� � 2�1 + �2k = �21 + �2k (54)kurze Wege.Wenn der Baum auf dem letzen Level (Tiefe d) weniger als �2d Knoten besitztso sind alle Wege in der guten Region kurz und in der schlechten Region zurH�alfte lang. Somit ergeben sich in diesem Fall insgesamt�12(1� �) + �� ��1� �1 + �2k� = 12 1� �21 + � 2k (55)kurze Wege.Fa�t man die drei Ergebnisse zusammen erh�alt man letztendlich11 + � (�+ �2 + 1=2� �2=2)2k = 11 + � (�2 + 2�+ 1)2k�1 = (1 + �)2k�1� (1 + �)2k�1 � 1=2 = n=2:kurze Wege, was den experimentellen Ergebnissen wesentlich besser entspricht.Die Anzahl der kurzen Wege ist f�ur n � 2k und f�ur n > 2000 zwischen 0:469nund 0:471n und f�ur n � 1:4 � 2k ungef�ahr 0:519n. Die �ubrigen Werte liegeninnerhalb dieser Grenzen. Wegener (1993) erkl�art diese Abweichungen durchein erweitertes (realistischeres) Modell, das die Wartezeiten der Elemente bis zueiner Vertauschung mit einbezieht.Doberkats (1982) Untersuchungen zur Entnahme einer Wurzel lassen erkennen,da� die Anzahl der Vergleiche f�ur BottomUpSearch w�ahrend der Auswahlphasef�ur jeweils als zuf�allige angenommende Heaps 1:299n betr�agt.Die Modellannahme (M 0) (vergl. Wegener (1993)) f�uhrt auch zu einer Begr�un-dung, warum in der Auswahlphase wesentlich weniger Vergleiche f�urBottomUpSearch als f�ur zuf�allige Heaps ben�otigt werden. Dennoch l�a�t sie dienahezu konstante Anahl von [1:169; 1:171]n Vergleichen nicht schlu�folgern.Vermutung 1 Sei d(n) so gew�ahlt, da� n logn + d(n)n die erwartete Anzahlan Schl�usselvergleichen von BOTTOM-UP-HEAPSORT ist. Dann liegt d(n) imIntervall von [0.34,0.39]. Diese Zahl ist gro� f�ur n � 2k und klein f�ur n � 1:4�2k.Begr�undung: Die Anzahl der Vergleiche f�ur die Prozedur LeafSearch in derAuswahlphase betr�agt n logn � c(n) minus der erwarteten Anzahl der kurzen



11.2 Die average-case Analyse von WEAK-HEAPSORT 107Wege. Die erwarteten Vergleiche f�ur die Aufrufe von BottomUpSearch liegenzwischen 1:169n und 1:171n. Addiert man Durchschnittsergebnis der Generie-rungsphase von approx. 1:649271n hinzu wird f�ur d(n) das folgende Resultaterreicht:�[1:91393; 2]� [0:469; 0:519] + [1:169; 1:171]+ 1:649271 = [0:22927; 0:437241]:Experimente belegen, da� die Beispiele nicht aus dem Intervall [0.34,0.39] fallen.11.2 Die average-case Analyse von WEAK-HEAPSORTDie Schwierigkeiten wachsen, je n�aher man dem Zielekommt. Johann Wolfgang von GoetheIn der average-case Analyse von HEAPSORT bestand die Grundidee darin,durch die R�uckw�artsanalyse die starke Variation der Einsinktiefen zu kontrol-lieren. Zu Folgen geringer Einsinktiefen gab es nur wenige korrespondieren-de Codierungs- bzw. PullDown-Folgen und somit wenig r�uckw�arts generierteHeaps. Die Einsinktiefen waren ein direkter Ma�stab f�ur die Anzahl der Ver-gleiche.Im WEAK-HEAPSORT Algorithmus ist der Unterschied der Vergleichsanzahlzwischen dem g�unstigsten und ung�unstigsten Fall maximal 1. Es gibt demnachkeine Ausrei�er von Einsinktiefen. So gen�ugt es, anstatt eine Folge von Ein-sinktiefen, eine Folge von F�allen a), b) bzw. c) (vergl. Abb. 8) zu betrachten.Dieser Folge sollen dann korrespondierendeMergeForestUp-Folgen zugeordnetwerden.Eine Vereinfachung der Notation wird durch die Zusammenfassung von demg�unstigen Fall b) und dem g�unstigen Fall c) erreicht. Dazu sei P = fb(n �1)=2ic j i 2 f0; : : : ; kgg der Weg von Index n � 1 zur�uck zum Index 1, wobeik = blog(n� 1)c ist.Ist n = 2k � 1, so wird mittels Swap(0; n) nach MergeForestUp ein Elementauf den n�achsten Level bef�ordert. Der r�uckw�artig generierte Pfad hat maximaleL�ange, doch es tritt nach dem Wurzeltausch der g�unstige Fall an Vergleichen inMergeForest auf.Die vereinfachte Fallunterscheidung lautet:Fall(I) Es ist n+2k�1 oder der Weg P besitzt die maximale L�ange dlog(n+1)e.Fall(II) Der Weg P besitzt die minimale L�ange dlog(n+ 1)e � 1.Im Fall (II) ben�otigt der Algorithmus garantiert die g�unstige Zahl von dlog(n+1)e � 1 Vergleichen. Ziel wird es sein, die erwartete Anzahl von Situationen, indenen Fall (II) eintri�t, nach unten abzusch�atzen und von der worst-case Anzahlan Vergleichen abzuziehen.



108 11 DIE AVERAGE-CASE ANALYSEN DER AUSWAHLPHASEDe�nition 7 Sei ein Weak-Heap der Gr�o�e n gegeben und seien alle Rever-sebits auf 0 gesetzt. Sei n � 1 = (bk : : : b0)2 mit k = blog(n � 1)c und Pn =fb(n � 1)=2ic j i 2 f0; : : : ; kgg = f(1 bk�1 : : : bk�j)2 j i 2 f0; : : : ; kgg. DieMenge Rn (bzw. Ln) ist die Menge der Indizes, die rechts (bzw. links) von Pnliegen.Per De�nition sind die Indizes der Elemente, die in Rn und Ln liegen, un-abh�angig von der Belegung der Reversebits und somit nur durch n bestimmt.Hilfssatz 40 jRnj = 2k+1 � (k + 2)� k�1Xj=0(1 bk�1 : : : bk�j)2;jLnj = kXj=0(1 bk�1 : : : bk�j)2 � 2k+1 + 1;Beweis: Es wird zur Berechnung von jRnj das Pfadelement von der Level-obergrenze subtrahiert und �uber die bestehenden Level summiert.jRnj = k�1Xj=0 �2j+1 � 1� (1 bk�1 : : : bk�j)2�= 2 k�1Xj=0 2j � k�1Xj=0 1� k�1Xj=0(1 bk�1 : : : bk�j)2= 2(2k � 1)� k � k�1Xj=0(1 bk�1 : : : bk�j)2:Entsprechend wird zur Berechnung von jLnj die Leveluntergrenze vom Pfadele-ment subtrahiert und �uber die bestehenden Level summiert:jLnj = kXj=0 �(1 bk�1 : : : bk�j)2 � 2j�= kXj=0(1 bk�1 : : : bk�j)2 � kXj=0 2j= kXj=0(1 bk�1 : : : bk�j)2 � 2k+1 + 1:2Die zentrale Eigenschaft der Mengen Rn, Ln und Pn wird in dem folgenden Satzbeschrieben.



11.2 Die average-case Analyse von WEAK-HEAPSORT 109Sei dazu die Menge Sj wieder wie folgt festgelegt:y 2 Sj :() Gparent(y) = jbzw.Sj = frchild(j)g [ fy j y ist von rchild(j) nur �uber linke Kinder erreichbarg:Satz 39 Sei j so gew�ahlt, da� MergeForestUp(j) aufgerufen wird.Ist j 2 Rn, dann wird ein Weak-Heap generiert, dessen Pfad Pn+1 minimaleL�ange hat, d.h. es tritt Fall(II) ein.Ist j 2 Ln, so wird ein Weak-Heap generiert, dessen Pfad Pn+1 maximale L�angehat, d.h. es tritt Fall(I) ein.Ist j 2 Pn[f0g und liegt ein (kein) Element von Sj [fjg auf dem letzten Level,so wird ein Weak-Heap generiert, dessen Pfad Pn+1 maximale (minimale) L�angehat.Beweis: Um mittels MergeForestUp(j) ein Element an die Wurzel zu bewe-gen, mu� es im vorletzten Schritt auf dem Pfad Pn+1 des zu generierendenWeak-Heaps liegen. Die durch j beschriebenen Teilb�aume sind f�ur j 2 Rn [ Lnvollst�andig, da j nicht auf Pn liegt. Der letzte Tausch von den Werten an denPositionen j und 0 ver�andert somit nicht die Struktur des Weak-Heaps. Istj 2 Rn, so ist die Tiefe der Teilb�aume, die durch j beschrieben werden, um 1geringer als im Fall j 2 Ln. Damit hat Pn+1 im ersten Fall minimale und imzweiten Fall maximale L�ange. Ist j 2 Pn, so wird Sj im letzten Tausch zumTeil{Pn+1 des zu generierenden Weak-Heaps und demnach �ubertr�agt sich dieMaximalit�at (Minimalit�at) der Pfadl�ange. F�ur den Sonderfall j = 0 wird keinTausch durchgef�uhrt, doch es gilt Sj = Pn+1 . Ist j = n� 1, so liegt der Indexauf dem letzten Level wird zum letzten Element auf Pn+1. 2Beispiel 13 Sei n = 11. Dann ist Rn = f3; 6; 7g, Ln = f4; 8; 9g, Pn =f1; 2; 5; 10g.Die Knoten der Indizes, die zu Fall I) f�uhren, sind in Abb. 25 wei�, die zu FallII) f�uhren, schwarz gef�arbt.Algorithmisch l�a�t sich die Klassi�zierung der zu generierenden F�alle (Fall(I) =TRUE, Fall(II) = FALSE) wie folgt formulieren:PROCEDURE FALL(n,j):BOOLEANIF n=2^k-1 THEN RETURN(FALSE)d = depth(j)k = depth(n-1)IF (n-1) DIV 2^(k-d) > j { j ist in Ln }THEN RETURN(FALSE)FIIF (n-1) DIV 2^(k-d) < j { j ist in Rn }
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Abbildung 25: Die Lage der Mengen Rn, Ln und Pn.THEN RETURN(FALSE)FI { j ist nun in Pn }IF j = n-1 { Sonderfall: }THEN FALL = TRUE; EXIT { j letzte Elem. in Pn }FIx = 2 * j + 1 - Reverse[j]IF x > n-1 THEN { Sonderfall }THEN FALL = FALSE; EXIT { j vorletzte Elem. in Pn }FIWHILE 2*x+Reverse[x] < n DOx = 2*x + Reverse[x];OD;IF x < 2^(k-1)THEN FALL = FALSE { S_j minimal }ELSE FALL = TRUE { S_j maximal }FIEND FALL.Die Mengen jRnj und jLnj wachsen unregelm�a�ig:n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17j Rn j 0 0 0 0 1 1 0 0 4 4 3 3 1 1 0 0 11j Ln j 0 0 0 1 0 1 3 4 0 1 3 4 7 8 10 11 0j Pn j 0 1 2 2 3 3 3 3 4 4 4 4 4 4 4 4 5Tabelle 3: Ausschnitt der Funktionstabelle f�ur jRnj, jLnj undjPnj.O�ensichtlich gilt: jRnj+jLnj+jPnj = n�1. Da jPnj = dlogne = blog(n�1)c+1ist, reicht es, eine der Gr�o�en jRnj und jLnj genauer zu analysieren.Hilfssatz 41 Sei 2k + 1 � n � 2k+1, d.h. n = 2k + m mit m 2 f1; : : : ; 2kg.



11.2 Die average-case Analyse von WEAK-HEAPSORT 111Dann gilt f�ur alle m 2 f1; : : : ; 2kg folgende Symmetrieeigenschaft:jR2k+mj+ jR2k+1+1�mj = jR2k+1j = 2k � (k + 1)Beweis: Sei bm = (bmk : : : bm0 )2 = (2k+m)� 1 und cm = (cmk : : : cm0 )2 = (2k+1+1�m)� 1. Es gilt bmk = 1 = cmk . Damit ist(1 bmk�1 : : : bmk�j)2 + (1 cmk�1 : : : cmk�j)2 = b2k + 2k+1 � 12k�j c: (56)Die Anwendung von Hilfssatz 40 und Gleichung 56jR2k+mj+ jR2k+1+1�mj = 2k+1 � (k + 2)� k�1Xj=0(1 bmk�1 : : : bmk�j)2 +2k+1 � (k + 2)� k�1Xj=0(1 cmk�1 : : : cmk�j)2= 2k+2 � 2(k + 2)� k�1Xj=0b2k + 2k+1 � 12k�j c= 2k+2 � 2(k + 2)� k�1Xj=0b2j + 2j+1 � 12k�j c= 2k+2 � 2(k + 2)� 2k � 2k+1 + 3� k�1Xj=0b� 12k�j c= 2k � k � 1:F�ur m = 1 ist jR2k+1+1�mj = 0 und damit jR2k+1+1j = 2k � k � 1. 2Nun l�a�t sich ermitteln, wie stark die Menge Rn im Mittel w�achst:Satz 40 Sei n = 2k. Pni=1 jRijn = n6 � k � 12 � 23 � n: (57)Beweis: Pni=1 jRijn = 1n k�1Xj=1 2jXm=1 jR2j+mj= 12n k�1Xj=1 2j jR2j+1j= 12n k�1Xj=1 2j(2j � (j + 1))



112 11 DIE AVERAGE-CASE ANALYSEN DER AUSWAHLPHASE= 12n k�1Xj=1 �4j � j2j � 2j�= 12n k�1Xj=0 �4j � j2j � 2j�= 12n �4k � 13 � ((k � 2)2k + 2)� (2k � 1)�= 12n �n2 � 13 � (k � 1)2k � 1�= 12n �n23 � (k � 1)n� 43�= n6 � k � 12 � 23 � n:2Um die average-case Analyse durchzuf�uhren, betrachte folgendes Modell:(M) Die Weak-Heaps der Gr�o�e n seien in allen Schritten der Auswahlphasegleichverteilt, d.h. jeder zul�assige Weak-Heap tritt im Algorithmus mit dergleichen Wahrscheinlichkeit auf.Das Modell (M) beschreibt nicht die Wirklichkeit, wie die Untersuchungen derAuswahlphase mittels der R�uckw�artsanalyse belegen, doch es kann angenommenwerden, da� (M) durch das Ausgleichsbestreben der Verteilungen bei gro�en nann�ahernd gilt.De�nition 8 Seien alle i! paarweise verschiedene eingebettete Weak-Heaps derGr�o�e i gegeben. In der R�uckw�artsanalyse bezeichne F (i; j) die Anzahl derzul�assig zu generierenden Weak-Heaps der Gr�o�e i+ 1, die durchMergeForestUp(j) gebildet werden. Dabei sei das Reversebit an der Positioni+ 1 auf einen Wert festgelegt. Desweiteren seif(i; j) = F (i; j)(i+1)!2 (58)der Anteil dieser Weak-Heaps unter allen zul�assig zu generierenden Weak-Heapsder Gr�o�e i+ 1.Folgerung 15 Unter dem Modell (M) beschreibt f(i; j) die Wahrscheinlichkeit,da� unter allen zul�assig zu generierenden Weak-Heaps der Gr�o�e i+1 der Indexj f�ur MergeForestUp(j) gew�ahlt wurde.F�ur kleine i lassen sich die Werte f(i; j) direkt berechnen (vergl. Tabelle 4).



11.2 Die average-case Analyse von WEAK-HEAPSORT 113j=i 2 3 4 5 6 7 8 9 100 13 16 110 115 121 128 136 145 1551 23 12 730 745 16105 41420 13180 13225 81652 0 13 25 13 215 760 754 775 161653 0 0 415 29 27 14 28270 775 141654 0 0 0 29 421 16 29 15 141655 0 0 0 0 421 16 427 215 2116 0 0 0 0 0 16 427 215 4337 0 0 0 0 0 0 427 215 4338 0 0 0 0 0 0 0 215 4339 0 0 0 0 0 0 0 0 433Tabelle 4: Werte f�ur f(i; j), wobei die Zeilen mit i, die Spalten mit j bezeichnetsind.Hilfssatz 42 Sei j der Index eines Blattes ungleich bi=2c in einem Weak-Heapder Gr�o�e i. Dann gilt: f(i; j) = 43(i+ 1) : (59)Beweis: Da j 6= bi=2c ist, gilt Gparent(i) 6= Gparent(j) (Vergl. Hilfssatz 6).De�niere die folgenden Ereignisse, die nach der Generierung eines Weak-Heapsder Gr�o�e i gelten sollen:Ak = fWH mit a[Gparent(i)] = k jWH ist Weak-Heap der Gr�o�e ig;Bl = fWH mit a[j] = l jWH ist Weak-Heap der Gr�o�e ig:Sei q(l; k) = Prob(Ak \Bl). Nach der De�nition der bedingten Wahrscheinlich-keit gilt: q(l; k) = Prob(Ak) � Prob(Bl j Ak): (60)



114 11 DIE AVERAGE-CASE ANALYSEN DER AUSWAHLPHASENach Satz 25 ist die Wahrscheinlichkeit Prob(Ak) = Prob(a[Gparent(i)] = k)in einem Weak-Heap der Gr�o�e i gleich 1=i.Um Prob(Bl j Ak) zu berechnen, mu� der Wert von a[Gparent(i)] in der Ge-nerierung des Heaps festgehalten und dann die Wahrscheinlichkeit Prob(Bl)berechnet werden.Sei S = f(x; y) 2 f1; : : : ; ig2 j x 6= y; x 6= k; y 6= kg die Menge von Paarengleichwahrscheinlicher Werte f�ur a[j] und a[Gparent(j)], wenn vor dem Aufbaudes Heaps a[Gparent(i)] mit dem Wert k festgelegt wird. (vergl. Hilfssatz 35)Dabei ist j der Index des Blattes ungleich bi=2c. An einem solchen Blatt j wirdin der Generierung nur ein Vergleich mit Gparent(j) 6= Gparent(i) gemacht. InS sind die Elemente gleichverteilt und es gilt jSj = 2�i2� = (i� 1)(i� 2) (vergl.Abb. 26).
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SAbbildung 26: Die Lage von k, m und i in der Menge S.Demnach berechnen sich die Werte Prob(minfx; yg = l) als Anteile der g�unsti-gen M�oglichkeiten, d.h. wo y = l bzw. x = l gilt, durch Anzahl aller M�oglich-keiten, d.h. durch die Gr�o�e der Menge S:
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Prob(minfx; yg = 1) = 2((i� 1)� 1)(i� 1)(i� 2)Prob(minfx; yg = 2) = 2((i� 1)� 2)(i� 1)(i� 2)... ... ...Prob(minfx; yg = k � 1) = 2((i� 1)� (k � 1))(i� 1)(i� 2)Prob(minfx; yg = k + 1) = 2((i� (k + 1))(i� 1)(i� 2)... ... ...Prob(minfx; yg = i� 1) = 2(i� 1)(i� 2) :F�ur l < k ist damit ist Prob(Bl j Ak) = 2((i�1)�l)(i�1)(i�2) undq(l; k) = 1i 2(i� l � 1)(i� 1)(i� 2) : (61)Dieses Ergebnis bezieht sich auf einen durchschnittlichen Weak-Heap der Gr�o�ei. Darum l�a�t sich die Anzahl der zul�assig zu generierenden Weak-Heaps derGr�o�e i+1, die durchMergeForestUp(j) gebildet werden, wie folgt berechnen:F (i; j) = i! iXk=1 k�1Xl=1 q(l; k)= i! i�1Xl=1 iXk=l+1 q(l; k)= 2(i� 3)! i�1Xl=1 iXk=l+1 (i� l � 1)= 2(i� 3)! i�1Xl=1(i� l)((i� l)� 1)= 2(i� 3)! i�1Xl=1(i� l)2 � i�1Xl=1 i� l!= 2(i� 3)! i�1Xl=1 l2 � i�1Xl=1 l!



116 11 DIE AVERAGE-CASE ANALYSEN DER AUSWAHLPHASE= 2(i� 3)!� i(i� 1)(2i� 1)6 � i(i� 1)2 �= 2(i� 3)!� i(i� 1)(2i� 1)6 � i(i� 1)2 �= i!i� 2 � (2i� 1)3 � 33�= i!i� 2 (2i� 4)3= 2i!3 :Mit f(i; j) = F (i; j)(i+1)!2 (62)ergibt sich die Behauptung. 2De�nition 9 Der Wahrscheinlichkeitsraum S wird �uber folgendes stochasti-sches Experiment de�niert: In Urne Ui, i 2 f0; : : : ; n� 1g liegen (i+1)!=2 Ku-geln entsprechend der Anzahl zul�assig zu generierender Weak-Heaps. Jede Kugelist mit dem Index j beschriftet, der zur Generierung mittels MergeForestUpgew�ahlt wurde. Im Schritt i wird aus der Urne Ui�1 eine Kugel gezogen undderen Beschriftung si betrachtet. Damit istS = f(s1; : : : ; sn) j si 2 f0; : : : ; i� 1gg: (63)De�nition 10 Die Indikatorzufallsvariablen Zi : S ! f0; 1g seien wie folgtde�niert: Zi =8<: 0 falls si 2 Ri \ Leaf(i),1 sonst.Dabei bezeichne Leaf(i) die Menge aller Bl�atter in einem Heap der Gr�o�e i.Die Zufallsvariablen beschreiben jeweils ein Bernoulli-Experiment mit dem Er-folgsparameterpi = Prob(Zi = 1) = 1� Prob(Zi = 0) = 1� Xj2Ri\Leaf(i) f(i; j):Demnach ist der Erwartungswert E[Zi] = pi. Betrachte erneut die R�uckw�arts-analyse: Ist Zi = 0, so kann ein Vergleich zum worst-case eingespart werden.



11.2 Die average-case Analyse von WEAK-HEAPSORT 117Somit gibt der Wert von Pni=1(1 � Zi) ein Ma� f�ur die Mindesteinsparung anVergleichen. Im Mittel sind diesE[ nXi=1(1� Zi)] = nXi=1 E[1� Zi]= nXi=10@1�0@1� Xj2Ri\Leaf(i) f(i; j)1A1AHS42= nXi=1 j Ri \ Leaf(i) j � 43(i+ 1)= nXi=1(2blog(i�1)c � 1� b i� 12 c) � 43(i+ 1)viele.Ziel der folgenden Untersuchung wird es sein, diese Summe als (4=3 ln 2�2=3)n�O(logn) darzustellen.Hilfssatz 43 Sei Hn die n{te Partialsumme der harmonischen Reihe,d.h. Hn =Pni=1 1i . Dann existieren Konstanten c; c0, so da� f�ur alle n:lnn+  � c=n � Hn � lnn+  + c0=n;wobei  die Eulersche Konstante ist (vergl. Anhang).Beweis: (Graham (1990)). 2Hilfssatz 44 Es gilt: ln(1 + 1=n) = O(1=n): (64)Beweis: Taylorexpansion. 2Hilfssatz 45 n�1Xi=0 2blog ici+ 2 � ln 2 � n�O(logn): (65)Beweis: Die einzelnen Summanden lassen sich �ubersichtlich in einem bin�arenBaum beschreiben (vergl. Abb. 27). Ziel wird es sein, die Summanden levelweisedurch Teilst�ucke der Harmonischen Reihe zu beschreiben.Es existieren Konstanten c; c0, so da� f�ur den m-ten Level gilt:2m(H2m+1+1 �H2m+1) � 2m�ln(2m+1 + 1) +  � c2m+1 + 1
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m=3Abbildung 27: Ein Baum, der levelweise eine Summe beschreibt.� ln(2m + 1)�  � c02m + 1�� 2m�ln 2m+1 + 12m + 1 � c+ c02m �= 2m�ln�2� 12m + 1�� c+ c02m �= 2m�ln 2 + ln�1� 12m + 1�� c+ c02m �= 2m�ln 2� c+ c02m �= 2m ln 2� (c+ c0):Damit gilt f�ur die Konstante c� = c+ c0:n�1Xi=0 2blog ici+ 2 � 13 + k�1Xm=1 2m(H2m+1+1 �H2m+1)� 13 + k�1Xm=1(2m ln 2� c�)= 13 + ln 2 k�1Xm=1 2m � k�1Xm=1 c�= 13 + ln 2(2k � 2)�O(k)= ln 2 � n�O(logn):2



11.2 Die average-case Analyse von WEAK-HEAPSORT 119Hilfssatz 46 nXi=1 b i+12 ci+12 = n�O(logn): (66)Beweis: Fallunterscheidung: Ist i gerade so ist:b i2ci2 = 1:Ist i ungerade, so gilt: b i2ci2 = i�12i2 = i� 1i = 1� 1i :Damit existieren (n � 1) + 1 = n Summanden 1 und f�ur den Minuend ergibtsich: bn=2cXi=1 12i+ 1 < Hn 2 O(logn);wobei Hn die n-te Partialsumme der harmonischen Reihe beschreibt.2Satz 41 Die mittlere Anzahl von Schl�usselvergleichen von WEAK-HEAPSORTist unter der Modellannahme (M) durch n logn� 0:1715n+O(logn) nach obenbeschr�ankt.Beweis: Die mittlere Anzahl von Einsparungen an Vergleichen ist:E[ nXi=1(1� Zi)] = nXi=1 �2blog(i�1)c � 1� b i� 12 c� � 43(i+ 1)= 43 nXi=1 2blog(i�1)ci+ 1 � 23 nXi=1 bi+1c2i+12� 43 (ln 2 � n�O(logn))� 23 (n�O(logn))= �43 ln 2� 23�n�O(logn)� 0:2575n�O(logn):Die maximale Anzahl von Schl�usselvergleichen ist durch n logn+0:086013n nachoben beschr�ankt. 2Die nur unter Modellannahmen bewiesene Grenze f�ur den average-case vonWEAK{HEAPSORT wird in Experimenten noch weit unterboten:Vermutung 2 Sei d(n) so gew�ahlt, da� n logn + d(n) die erwartete Anzahlvon Vergleichen f�ur WEAK{HEAPSORT ist. Dann ist d(n) 2 [�0:47;�0:42].Weiterhin ist d(n) klein f�ur n � 2k und gro� f�ur n � 1:4 � 2k.



120 11 DIE AVERAGE-CASE ANALYSEN DER AUSWAHLPHASEBeleg: Die Vermutung l�a�t sich durch Experimente bekr�aftigen. Dabei wer-den die Ergebnisse in Tabelle 5 so dargestellt, da� sie sich gut mit denen vonBOTTOM{UP{HEAPSORT (Wegener (1993)) vergleichen lassen:n 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000dexp(n) -0.462 -0.456 -0.437 -0.456 -0.445 -0.429 -0.436 -0.458n 9000 10000 11000 12000 13000 14000 15000 16000dexp(n) -0.448 -0.437 -0.432 -0.430 -0.436 -0.443 -0.449 -0.458n 17000 18000 19000 20000 21000 22000 23000 24000dexp(n) -0.458 -0.449 -0.443 -0.437 -0.433 -0.431 -0.436 -0.427n 25000 26000 27000 28000 29000 30000dexp(n) -0.431 -0.437 -0.436 -0.440 -0.440 -0.447Tabelle 5: Empirische Bestimmung des average-cases von WEAK{HEAPSORT.Hierbei war es nahezu unerheblich, ob ein Experiment durchgef�uhrt wordenist, oder �uber 20 Versuche gemittelt wurde. Dies begr�undet sich dadurch, da�die Varianz der Vergleichsanzahl von WEAK-HEAPSORT sehr klein ist: F�urn=30000 befand sich der best-case von 20 durchgef�uhrten Versuchen bei 432657und der worst-case bei 432816.WEAK-HEAPSORT ben�otigt somit im Mittel ca. 0:81n weniger Schl�usselver-gleiche als BOTTOM-UP-HEAPSORT (vergl. Vermutung 1) und ca. 0:45n we-niger als MDR-HEAPSORT (vergl. Wegener (1992)).11.3 R�uckw�artige Generierung aller Weak-HeapsIch bin ein Teil von allen, denen ich begegnet bin.Alfred Lord TennysonDie Ergebnisse der R�uckw�artsanalyse erm�oglichen, den Kon�gurationenbaumr�uckw�artig aufzubauen.Die Prozedur S berechnet rekursiv alle m�oglichen Paarfolgen (z[i]; r[i]), i 2f0; : : : ; n� 1g, die m�ogliche Eingaben f�ur die im Kapitel 8 beschriebeneMergeForestUp{Prozedur bzw. die anschlie�ende Belegung der Reversebitsdarstellen.Genauer betrachtet bezeichnet z[i] nicht den Index des Elementes, das mittelsMergeForestUp an die Wurzel getragen wird, sondern den Schl�ussel an der be-tre�enden Stelle. Die Ver�anderungen von MergeForestUp sind jedoch einfach



11.3 R�uckw�artige Generierung aller Weak-Heaps 121durch das �Andern des formalen Parameters und der Zuhilfenahme einer Such-prozedur Find zu verwirklichen. Diese Prozedur ermittelt, ob ein Element sichin einem angegebenen Teilbaum enthalten ist. Dies f�uhrt zur folgenden ProzedurMergeForestUp� :PROCEDURE MergeForestUp*(a[j])x = 1WHILE (a[j] <> a[0]) DOIF Find(a[j],rT(x)) OR (a[j] = a[x]) THENSWAP(a[0],a[x])REVERSE[x] = 1 - Reverse[x]FIx = 2x + Reverse[x];ODEND MergeForestUp*.Ist zum Beispiel n = 4, so ist eine der durch S gebildetet Paarfolgen((0; 1); (1; 1); (0; 2); (1; 4)). Es gibt insgesamt n!2n viele Paarfolgen. Die ProzedurS gestaltet sich nun wie folgt:PROCEDURE S(i)IF i = 0 THENa[0] = 1 { Ein Weak-Heap }Reverse[0] = 0 { der Groesse 1 }FOR j = 1 TO n DO a[j] = 0 { wird initialisiert }FOR j = 1 TO n DO Reverse[j] = 0FLAG = TRUE { * }l = 1 { Schleifenvariable }WHILE (l <= n) AND FLAG DOFLAG = Generate(l,r[l-1],z[l-1])Inc(l)ODELSEFOR j = 1 TO n-i+1 DO BEGINz[n-i] = jr[n-i] = 0S(i-1)r[n-i] = 1S(i-1)ENDEND S.Die aufgerufene Prozedur Generate(l; z[l � 1]; r[l � 1]), l 2 f1; : : : ; ng, pr�uft,ob die Eingabe legal ist, d.h. ob der �ubergebene z{Wert nicht gr�o�er als sl =a[Gprarent(l)] ist. Dies ist gleichzeitig der R�uckgabewert der Funktion, um



122 11 DIE AVERAGE-CASE ANALYSEN DER AUSWAHLPHASEeinen rechtzeitigen Abbruch zu erm�oglichen. Somit werden von den n!2n vie-len potentiellen Weak-Heaps die n! zul�assigen ermittelt. Desweiteren werdendie additiven Vertauschungen und Reversebitbelegungen vorgenommen, um denR�uckw�artsschritt zu MergeForestUp�(k = z[l� 1]) zu komplettieren.PROCEDURE Generate(l,k,Rev):BOOLEANIF k <= a[Gparent(l)] THENReverse[l] = Rev { ** }a[l] = l+1MergeForestUp*(k)Swap(a[0],a[l])Generate = TRUEELSEGenerate = FALSEFIEND Generate.Nun ist es von Interesse, bei einer vorgegebenen Kette von F�allen (I) und (II),die Anzahl der unter dieser Vorgabe erzeugbaren Weak-Heaps mit einer Z�ahlva-riable count zu ermitteln. Dazu sei Fall(I) mit FALSE und Fall(II) mit TRUEgekennzeichnet. Weiterhin sei Kette ein Array Boole'scher Variablen, mit derEigenschaft, da� Kette[i], i 2 f1; : : : ; ng, den vorliegenden Fall im i-ten Schrittder R�uckw�artsanalyse beschreibt. Es kann nur im n-ten Schritt gez�ahlt werden,wenn sowohl alle Weak-Heaps auf dem Weg zul�assig waren, als auch die entspre-chenden F�alle aufgetreten sind. Die erste Bedingung wird mit Hilfe von einemArray Boole'scher Variablen link realisiert, welches initial FALSE (Stelle (*)) istund beim Erreichen letzten Schrittes TRUE wird. Die Prozedur Check(l) �uber-nimmt den Pr�uf- und Z�ahlvorgang und wird an der Stelle (**) in den Quellcodeeingef�ugt:PROCEDURE Check(l)FOR k = 1 TO n-1 DOIF (l = k) AND (Fall(l,Position(k))=Kette[l])AND (link[k-1]=TRUE) THEN link[k] = TRUEODIF (l = n) AND (Fall(l,Position(k))=Kette[l])AND (link[n-1]=TRUE) THEN inc(count)END Check.Dabei ermittelt Position(k) den Index des Wertes k und Fall(l; P osition(k))den auftretenden Fall. Diese Prozedur wurde im vorangegangenen Abschnittbeschrieben.Es lassen sich somit die Verteilungen der Weak-Heaps f�ur feste Fallfolgen ermit-teln. Fa�t man diese Ergebnisse nach der H�au�gkeit der auftretenden F�alle zu-sammen, so ergibt sich die gleiche Verteilung, die sich auch durch die Vorw�arts-betrachtung der Vergleichsanzahlen ergibt.



123Beispiel 14 Sei n = 6. Es gibt 144 Weak-Heaps, in denen jedesmal der ung�unsti-ge Fall(II) vorliegt. Desgleichen gibt es 408 Weak-Heaps, bei denen der g�unstigeFall(I) genau einmal vorliegt und 168 Weak-Heaps wo selbiger zweimal vorliegt.Dieses Verhalten war zu erwarten, belegt dennoch die Korrektheit des gew�ahltenAnsatzes.12 Eine Datenstruktur f�ur diverse OperationenDie Er�ndung des Problems ist wichtiger als die Er�ndungder L�osung. Walther Rathenau12.1 Das MIN-MAX ProblemIch jage nie zwei Hasen auf einmal.Otto vonBismarkDie Bestimmung des maximalen Elementes von n Objekten ben�otigt notwendi-gerweise n � 1 Vergleiche, da kein zusammenh�angender Graph auf n Punktenmit n�2 Kanten existiert. Falls eine Kante (u; v) jeweils einem Vergleich zweierObjekte u und v entspricht, so kann nicht entschieden werden, in welcher Zu-sammenhangskomponente das maximale Element liegt. Die Generierungsphasedes WEAK-HEAPSORT-Algorithmus liefert das maximale Element demnachin optimalen n�1 Schritten. Dabei f�allt die gesamte Weak-Heap-Datenstrukturnahezu als Abfallprodukt ab.Der Zugewinn an Struktur kann auch in der optimalen L�osung eines weiterenProblemes erl�autert werden.De�nition 11 Seien a1; : : : ; an paarweise verschiedene Werte. Das MIN-MAXProblem fragt nach der gleichzeitigen Berechnung des Minimums und des Ma-ximums dieser Werte.Satz 42 Es sind mindestens n+ dn=2e� 2 Vergleiche notwendig, um das MIN-MAX-Problem zu l�osen.Beweis: (Wegener (1991)15) Sei ein korrektes Verfahren V zur L�osung des MIN-MAX-Problems gegeben. Seien SMIN (bzw. SMAX) die Mengen derjenigen Ele-mente, die in einem Zustand von V sicher gr�o�er (kleiner) sind als das Minimum15Ebd. wird der Beweis in der Sprache der Tuniere gef�uhrt



124 12 EINE DATENSTRUKTUR F�UR DIVERSE OPERATIONEN(Maximum) aller. Initial ist S =j SMIN j + j SMAX j= 0 und zum Ende von Vist S = 2n� 2. Bezeichne mitcomp(a; b) = (minfa; bg;maxfa; bg) = �a+ b2 � ����a� b2 ���� ; a+ b2 + ����a� b2 �����die Vergleichsoperation zweier Werte a; b. Eine Anwendung von comp(a; b) kanndie Mengen SMIN und SMAX vergr�o�ern. F�ur S ergibt sich ein Summand von� 0 (ung�unstig) oder 2 (g�unstig), falls (a; b) 2 SMIN � SMAX [ SMAX �SMIN ,� 2, falls a; b =2 SMIN [ SMAX ,� 1, falls (a; b) 2 SMIN � SMIN [ SMAX � SMAX ,� 1 (ung�unstig) oder 2 (g�unstig), sonst.Der zweite Fall kann maximal bn=2c mal auftreten. Daher ist die Anzahl derVergleiche im ung�unstigen Fall mindestens:2bn=2c+ 1 (2n� 2� bn=2c) = n+ dn=2e � 2:2 (67)Mit der Hilfe von in n � 1-Vergleichen generierten Max-Weak-Heaps l�a�t sichdiese untere Schranke leicht erreichen. Das Maximum liegt an der Wurzel an. Inweiteren dn=2e � 1 Vergleichen kann das sich auf dem letzten Level be�ndlicheMinimum gefunden werden:Es liegt f�ur gerades n an den Positionen b(n�1)=2c+1 bis n und f�ur ungeradesn an den Positionen b(n � 1)=2c bis n, d.h in beiden F�allen an den Positionenbn=2c bis n. Dieses sind n�1�bn=2c+1= dn=2e viele Positionen. Somit werdendn=2e � 1 Vergleiche ben�otigt.Mit exakt der gleichen somit optimalen Vergleichsanzahl zus�atzlich ein Min-Weak-Heap gebildet werden:Satz 43 In n+ dn=2e� 2 Vergleichen kann ein Max-Weak-Heap und ein Min-Weak-Heap gleichzeitig generiert werden.Beweis: (Dutton (1992)) Sei ein Max-Weak-Heap in n�1 Schritten erzeugt. DieIdee ist, die an den Bl�attern i, i 2 fb(n�1)=2c+1; : : : ; ng, anliegenden Schl�usselim Aufbau des Min-Weak-Heaps nicht mit Gparent(i) zu vergleichen, sondernnur zu vertauschen, da gesichert ist, da� deren Wert gr�o�er ist. Von dem Indexb(n � 1)=2c ausgehend wird der Min-Weak-Heap analog zum Max-Weak-Heapunter der �Anderung der Ungleichung in der Merge-Prozedur aufgebaut.PROCEDURE MaxToMinFOR i = n-1 DOWNTO (n-1) div 2 + 1 DOSwap(Gparent(i),i)



12.2 Konvertierung eines Heaps 125ODFOR i = (n-1) DIV 2 DOWNTO 1 DOMinMerge(Gparent(i),i)ODEND MaxToMin.Da b(n� 1)=2c = dn=2e � 1 ben�otigt der Algorithmus die optimale Anzahl vonn+dn=2e�2 Vergleichen, um einen Min-Weak-Heap als auch einen Max-Weak-Heap zu generieren. 212.2 Konvertierung eines HeapsNur der Wechsel ist wohlt�atig. Unaufh�orliches Tageslichterm�udet. Wilhelm von HumboldtWeak-Heaps wurden eingef�uhrt, da sich die Heap-Bedingung als zu stark erwies,um in der Auswahlphase schnell genug wieder hergestellt werden zu k�onnen. Dieschw�achere Struktur Weak-Heaps l�a�t sich auch dadurch erkennen, da� sich einHeap ohne zus�atzliche Vergleiche direkt In-Situ in einen Weak-Heap umwandelnl�a�t.De�nition 12 Sx = f rchild(x) g [ fy j y ist von rchild(x) nur �uber rechteKinder erreichbar g.Satz 44 Sei a[1]; : : : ; a[n] ein (eingebetteter) Heap auf den Elementen aus einergeordneten Menge S. Sei k = dlogne und n = (bk : : : b0)2. Die Zuweisungen:1. a[0] = a[1],2. Reverse[i] = 0, i 2 f0; : : : ; n� 1g,3. a[b n2k�i+1 c] = a[b n2k�i c], i 2 f2; : : : ; kg,4. Reverse[b n2k�i+1 c] = 1� �b n2k�i c mod 2� = 1� bk�i, i 2 f1; : : : ; kgtransformieren den Heap in einen Weak-Heap der Gr�o�e n.Beweis: Es sind (W1) bis (W3) der De�nition eines Weak-Heaps zu zeigen.zu (W1) Da Reverse[0] = 0 ist, hat die Wurzel keinen linken Teilbaum. Ander Stelle 0 steht das maximale Element.zu (W2) Der spezielle Pfad SPH = fb n2i c j i 2 f1; : : : ; kgg beschreibt im Heapden Weg von dem Index n zur�uck zum Index 1. Weiterhin gilt (� steht



126 12 EINE DATENSTRUKTUR F�UR DIVERSE OPERATIONENf�ur mod, r f�ur Reverse):n� 2 = b0 ) n = 2b n21 c+ b0 = 2b n21 c+ 1� r[2b n21 c]b n21 c � 2 = b1 ) b n21 c = 2b n22 c+ b1 = 2b n22 c+ 1� r[2b n22 c]: : : = : : : ) : : : = : : : = : : :b n2k�2 c � 2 = bk ) b n2k�2 c = 2b n2k�1 c+ bk�2 = 2 � 1 + 1� r[1]:Damit wird jedoch der Pfad Sx (r�uckw�arts gelesen) beschrieben, wobeibeachtet werden mu�, da� nicht der Index n sondern bn2 c sich als dessenletztes Element ergibt.Sei zi = b n2k�i c, i 2 f2; : : : ; kg. F�ur den Wert bk�i ergeben sich zwei F�alle:bk�i=1: Es ist zi in dem Heap rechtes Kind von b(zi=2)c und es ergibtsich ein in Abb. 28 dargestelltes Bild.
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Abbildung 28: Erster Fall bei der Umformung eines Heaps in einen Weak-Heap.Im Heap galt f�ur alle y 2 T2 [ T3, da� x � a[y] ist, somit gilt in demWeak-Heap f�ur alle y 2 rT (b(zi=2)c) : a[b(zi=2)c] � a[y].bk�i=0: Es ist zi in dem Heap linkes Kind von b(zi=2)c und es ergibt sichein in Abb. 29 dargestelltes Bild.Da das Reversebit an der Stelle b(zi=2)c gesetzt wird, �ubertr�agt sichdie Argumentation von dem Fall bk�i = 1.F�ur Elemente x =2 SPH gilt f�ur alle y 2 rT (x) : a[x] � a[y], da dieTransformation keine Ver�anderung des durch x beschriebenen Teilbaumesbewirkt.zu (W3) Der Weg SPH endet an einem Blatt maximaler Tiefe. Damit bleibtdie Tiefendi�erenz auch nach der Ung�ultigkeit vom Index n f�ur Knotenmit weniger als 2 Kindern exklusive der Wurzel maximal 1. Weder dieVertauschung von Werten noch die Belegung der Reversebits zerst�orendiese Invarianz. 2



12.3 Der Weak-Heap als Priority Queue 127
T1

T2 T3

T1

T2 T3

x z div 2

z i

i

x z
i

z div 2i

Abbildung 29: Zweiter Fall bei der Umformung eines Heaps in einen Weak-Heap.Beispiel 15 Sei n = 10, d.h. n = (1 0 1 0)2. Die im Satz 44 beschriebeneTransformation wird durch folgende Abbildung veranschaulicht:
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Abbildung 30: Beispiel der Umformung eines Heaps in einen Weak Heap.12.3 Der Weak-Heap als Priority QueueDas Gute ist zweimal so gut, wenn es kurz ist.Baltasar Gr�acianHandorakel der WeltklugheitPriority Queues tauchen als Datenstruktur in der L�osung von vielerlei Proble-men der Infomatik auf, z.B. im Algorithmus von Dijkstra zur Berechnung derk�urzesten Wege in einem kantenbewerteten Graphen.De�nition 13 Sei S eine geordnete Menge. Ein Datenstruktur, die das Einf�ugeneines Elementes v 2 S (Insert(v)) und das Entfernen des maximalen Wertes(DeleteMax) erm�oglicht, hei�t Priority Queue.Heaps eignen sich gut f�ur den Einsatz als Priority Queue, da beide Operationenin logarithmisch vielen Schritten durchf�uhrbar sind.



128 12 EINE DATENSTRUKTUR F�UR DIVERSE OPERATIONENEs soll untersucht werden, ob sich Insert und DeleteMax mit Hilfe von Weak-Heaps auch e�zient realisieren lassen.Die Idee des Einf�ugens (Dutton (1992)16) besteht darin, von einer freien Stelleauf dem untersten Level (hier: Index n) solange Merge(Gparent(i); i) aufzuru-fen, bis die Bedingung in der Merge-Prozedur erf�ullt oder die Wurzel erreichtist.PROCEDURE Insert(v)x = nWHILE x <> 0 DOIF a[Gparent(x)] < a[x] THENSwap(a[Gparent(x)],a[x])Reverse[x] = 1 - Reverse[x]x = Gparent(x)ELSEFIODEND Insert.Hilfssatz 33 belegt, da� ein Abbruch an der Stelle, wo a[Gparent(x)] � a[x] gilt,die Bedingung (W1) sichert. Bis zu diesem Zeitpunkt werden nurMerge(Gparent(x); x)-Operationen durchgef�uhrt. Somit sichert Satz 2 wie schonin der Generierungsphase, da� die so entstehenden Datenstruktur ein Weak-Heap ist.Es soll die L�ange des gro�elterlichen Weges vom Index n zur Wurzel als obereGrenze f�ur die Anzahl an Operationen der Insert analysiert werden:De�nition 14 Der gro�elterliche Pfad wird rekursiv wie folgt festgelegt:GEPx = fxg [GEPGparent(x):Je nach Belegung der Reversebits kann n an einer unbestimmten Position aufdem letzten Level liegen.Hilfssatz 47 Die maximale L�ange des Weges GEPn ist dlog(n+ 1)e.Beweis: Ein Weak-Heap mit n + 1 Elementen besitzt den gr�o�ten Index n.Demnach ist die Tiefe gleich dlog(n+1)e. Falls immer Gparent(x) = Parent(x)gilt, sprich wenn x immer rechtes Kind von Parent(x) ist, dann wird somitdlog(n+ 1)e mal auf Gparent(x) verwiesen, bis der Index 0 erreicht ist. 2Damit ist das Einf�ugen in einen Weak-Heap in O(logn) Schritten gew�ahrleistet.Hilfssatz 48 Sei n = 2k und f�ur alle i 2 f0; : : : ; n� 1g sei Prob(Reverse[i] =0) = 1=2. Die durchschnittliche L�ange von GEPn betr�agt k=2 + 1.16Hier mu� (!) Gparent mit dem Pr�adikat odd(j) = Reverse(j DIV 2) implementiert sein.



129Beweis: Da die Belegung der Reversebits unabh�angig vom gew�ahlten Index ist,sind die Positionen auf dem letzten Level f�ur n gleichwahrscheinlich. Die Summeder L�angen (SL(n)) von den Pfaden GEPn �uber alle m�oglichen Positionen f�urn gen�ugt folgender Rekursionsgleichung (vergl. Abb 7):SL(1) = 1; (68)SL(n) = 2SL(n=2) + n=2: (69)Durch Induktion veri�ziert man leicht die geschlossene Form SL(n) = nk=2+n.Damit betr�agt die erwartete L�ange von GEPn = SL(n)=n = k=2 + 1. 2Die ProzedurDeleteMax entspricht einem Schritt der Auswahlphase des WEAK-HEAPSORT-Algorithmus.PROCEDURE DeleteMaxx = a[0]MergeForest*(n)return(x)END DeleteMax.Der Beleg �uber die Korrektheit dieses Vorgehens �ubertr�agt sich somit. Die Be-trachtungen �uber die Verbesserungen des Algorithmus legten o�en, da� im Fallea (vergl. Abb 8) ein Vergleich eingespart werden kann:Falls das letzte Element des speziellenWeges den Indexm ungleich n hat, so wirdes an dessen Stelle als Vergleichselement f�ur die Merge{Prozedur verwendet.Somit sind f�ur jedes DeleteMax exakt dlog(n + 1)e � 1 wesentliche Vergleichenotwendig.13 Die Sortieralgorithmen in der PraxisEinmal selbst sehen ist mehr wert als hundert Neuigkeitenh�oren. Japanisches SprichwortDie Schl�usselvergleichsanzahl ist ein, wenn nicht sogar das ausschlaggebendeKriterium f�ur das Laufzeitverhalten eines allgemeinen Sortierverfahrens. DieTauschoperationen von Schl�usseln lassen sich, wie schon im Vorwort beschrie-ben, durch den Tausch der auf die entsprechenden Schl�ussel verweisenden Zei-ger simulieren. Dadurch wird zus�atzlicher Speicher linearer Gr�o�e verbraucht,so da� h�au�g auf diese Option verzichtet wird. Damit erscheint in diesem Falleine gleichberechtigte Bewertung von Vertauschungen und Vergleichen fairer.Weiterhin wurde erarbeitet, da� sich SHELLSORT, QUICKSORT, CLEVER--QUICKSORT, BOTTOM-UP{ bzw. MDR-HEAPSORT und WEAK-HEAP-SORT in der Anzahl der ben�otigten Vergleiche im Mittel nicht allzu stark un-terscheiden, so da� es fraglich bleibt, inwieweit sich unwesentliche Operationen



130 13 DIE SORTIERALGORITHMEN IN DER PRAXIS(Zuweisungen von Zeigern, rekursive Funktionsaufrufe, Vergleiche und Zuwei-sungen von Indizes, etc.) auf das Laufzeitverhalten der Algorithmen auswirken.Um diesen Beobachtungen und Fragen Rechnung zu tragen, werden zwei Wegebeschritten.Auf der einen Seite werden die Algorithmen einem Wettkampf gleich gem�a� ge-gebener Gewichtung f�ur Schl�usselvergleiche, Schl�usselvertauschungen und Funk-tionsaufrufen aktiv miteinander verglichen.

Abbildung 31: Das Info{Fenster und das Fenster f�ur die Parameterisierung desProgramms Sorting in Action.Dazu wurde das Programm Sorting in Action, das von von Julie Zelenski f�ur dasNEXTSTEP-Betriebssystem geschrieben wurde, um die entsprechenden, obenangegebenen Algorithmen erweitert (vergl. Abb. 31).Der Sortiervorgang kann nach Festlegung der Gewichte (sogenannten Ticks), derEingabegr�o�e n, den Grad der Vorsortiertheit und der Ausf�uhrungsgeschwindig-keit am Bildschirm verfolgt werden. Dabei werden die Verfahren bez�uglich der



131verbrauchten Ticks synchronisiert.Es werden SHELLSORT, CLEVER-QUICKSORT, BOTTOM-UP- und MDR-HEAPSORT zur Herausforderung von WEAK-HEAPSORT herangezogen.Abbildung 32 zeigt, von rechts oben nach links unten betrachtet, die Bildschir-minhalte zum Beginn des Sortiervorganges, nach der Aufbauphase von WEAK-HEAPSORT, ca. in der Mitte der Auswahlphase und zum Ende des Sortiervor-ganges. Dabei ist ein Vergleich mit 20 Ticks, eine Zuweisung und ein rekursiverFunktionsaufruf jeweils mit einem Tick bewertet.Zu der Implementierung der konkurierenden Algorithmen ist folgendes anzu-merken:Alle Algorithmen sind als compare-exchange Algorithmen verwirklicht, d.h. dieOrdnung der Elemente wird allein durch Schl�usselvergleiche bestimmt und alleindurch Schl�usselvertauschungen ver�andert.Unter dieser Zusatzvoraussetzung werden die auf zyklische Shift{Operationenbasierenden Algorithmen BOTTOM-UP-HEAPSORT als auch MDR-HEAP-SORT allerdings ungerecht bewertet. Um k Elemente zyklisch zu bewegen, g�abees so 3(k�1) Zuweisungen f�ur die k�1 Tauschoperationen statt der tats�achlichnur notwendigen k+1 Zuweisungen. Zum Ausgleich dieser Unfairnis kann mandie erhaltene Vertauschungszahl letztendlich noch durch 3 dividieren und einenWert von 2=3(n+bn=2c�2) hinzuf�ugen (n+bn=2c�2 ReHeaps (vergl. Satz 24)mit jeweils einer Abweichung von ca. 2/3 durch die Addition bzw Subtraktionvon 1). Soll sich die Neubewertung der Vertauschungsanzahl f�ur BOTTOM-UP-HEAPSORT und MDR-HEAPSORT auf die Synchronisation der Algorithmenauswirken, so ist es notwendig, die Prozeduren Interchange um einen entspre-chenden Ausgleich zu erweitern.Zu den beiden HEAPSORT{Varianten ist au�erdem anzumerken, da� der Pfad,der sich durch LeafSearch ergibt, mitverwaltet wird.SHELLSORT benutzt die den worst-case von O(n3=2) garantierende r�uckw�artigzu betrachtende Abstandsfolge hk = 3hk�1+1 mit dem Startwert h0 = 1 unterdem Hinweis auf Sedgewick (1985).CLEVER-QUICKSORT ist entsprechend der Beschreibung von Sedgewick(1977)implementiert. An das Ende der Rekursion, d.h. wenn weniger als drei Elementezu vergleichen sind, steht ein e�zienter Sortieralgorithmus (3{SORT) f�ur dreiElemente (vergl. Wegener (1995)). Die durch die Auswahl des gesuchten Pivot-elemente ben�otigten Vergleiche werden w�ahrend der Partitionierung nicht mehrmit dem Pivotelement verglichen.



132 13 DIE SORTIERALGORITHMEN IN DER PRAXIS

Abbildung 32: Die Sortierverfahren im Vergleich.



133Das im Quelltext angegebene Nutzungs{ und Kopierrecht sei an dieser Stellezitiert:Author: Julie Zelenski, NeXT Developer SupportYou may freely copy, distribute and reuse the code in this example.NeXT disclaims any warranty of any kind, expressed or implied, asto its �tness for any particular use.Demnach wird das Programm f�ur den interessierten Leser bzw. die interessier-te Leserin auf dem World{Wide{Web{, kurz WWW{ Server des LehrstuhlesInformatik 2 an der Universit�at Dortmund zur Verf�ugung gestellt:http://ls2-www.informatik.uni-dortmund.de(Verweis auf Diplomarbeiten folgen !)Unter der obigen Adresse ist auch das Postscript{�le dieser Diplomarbeit zu�nden.Es l�a�t sich feststellen, da� WEAK-HEAPSORT mehr Zuweisungen ben�otigtals die �ubrigen Algorithmen.Ist die Bewertung f�ur einen Vergleich wie hier jedoch gro� gegen�uber der einerZuweisung, wird der Vorsprung, der sich gegen�uber BOTTOM-UP-HEAPSORTund MDR-HEAPSORT aus der �au�erst schnellen Aufbauphase ergibt, sozusagenbis �uber die Ziellinie getragen.Auch SHELLSORT als auch CLEVER-QUICKSORTm�ussen sich bei einer solchhohen Bewertung der Vergleichsoperation geschlagen geben.SHELLSORT wird umso st�arker je gr�o�er der Prozentsatz der Vorsortierunggew�ahlt wird, CLEVER-QUICKSORT entsprechend schlechter.Die HEAPSORT-Varianten erweisen sich gegen�uber diesem Parameter aber eherrobust.Nun zum zweiten Weg, der beschritten worden ist:Um quantitative Aussagen auch f�ur gro�e Eingabel�angen n zu machen, wurdendie Algorithmen unabh�angig von dem Programm Sorting in Action auf einerSUN SPARC{Workstation 4 implementiert und getestet.Dabei sind die Algorithmen nun nicht mehr compare-exchange, d.h. die zy-klischen Zuweisungen von BOTTOM-UP{HEAPSORT und MDR-HEAPSORTwerden explizit aufgerufen und gez�ahlt. Genauso konnte die Anzahl der Zuwei-sungen f�ur das in CLEVER-QUICKSORT aufgerufene 3{SORT gesenkt werden.SHELLSORT ist durch den f�ur diese Eingabel�angen st�arkeren QUICKSORTAlgorithmus ersetzt worden. Auch bei QUICKSORT wird das Pivotelementnicht mit sich selber verglichen.In den Tabellen 6 und 7 werden die Anzahlen von Zuweisungen und Vergleichender einzelnen Sortieralgorithmen gegen�ubergestellt. Dabei steigt die Eingabe-gr�o�e n in Zehntausenderschritten bis 100000 und es werden die �uber jeweils 20Versuche gemittelt Werte angegeben.



134 13 DIE SORTIERALGORITHMEN IN DER PRAXISn 10000 20000 30000 40000 50000QS 114553 242454 376336 513309 654467CQS 101574 217377 338523 463960 592687BUH 174188 368389 569933 776748 987426MDR 174188 368389 569933 776748 987426WHS 205735 441324 688833 943430 1202796n 60000 70000 80000 90000 100000QS 795508 940302 1084729 1229433 1376276CQS 721497 853241 983936 1119964 1253806BUH 1199828 1414884 1633633 1853744 2074946MDR 1199828 1414884 1633633 1853744 2074946WHS 1467296 1735408 2005297 2279365 2555401Tabelle 6: Die Anzahl von Zuweisungen f�ur gro�e Eingabel�angen n.Wiederum ben�otigt WEAK{HEAPSORT mehr Zuweisungen als die �ubrigen Al-gorithmen. Die Anzahl der Zuweisungen liegt um einen fallenden Faktor aus demIntervall [1:601; 1:579] �uber der Anzahl der Vergleiche. Er scheint sich bei wei-ter steigenden n der Grenze 1.5 immer weiter anzun�ahern. Dies w�are der imIdealfall zu erwartende Wert, da dann jeder zweite in einer Merge{Operationdurchgef�uhrte Vergleich einen Tausch der Elemente und Teilb�aume bewirkenw�urde.Von Interesse ist es, wie schwer ein Vergleich gegen�uber einer Zuweisung ge-wichtet werden mu�, um die beiden QUICKSORT{ als auch die beiden HEAP-SORT{Varianten zu �ubertrumpfen.SeienWHSV (n) undWHSZ(n) die Anzahl der Vergleiche bzw. Zuweisungen f�urWEAK-HEAPSORT und ASV (n) bzw. ASZ(n) die eines anderen Sortierverfah-rens, dann ergibt der Quotient (ASZ(n) �WHSZ(n))=(WHSV (n) � ASV (n))das gesuchte Vielfache der Gewichte. F�ur QUICKSORT liegt dieser Wert f�urdie Tabellen 6 und 7 im Intervall [1.845,2.073], f�ur CLEVER{QUICKSORTim Intervall [6.072,7.007], f�ur BOTTOM{UP{HEAPSORT [4.453,5.867] und f�urMDR{HEAPSORT im Intervall [6.021,9.152]. F�ur die ersten beiden Algorith-men ist die Tendenz eher stagnierend, f�ur die zweiten beiden eher steigend.Die verbrauchte CPU-Zeit der angesprochenen, auf der SPARC 4{Workstationimplementierten Algorithmen soll im folgenden als Ma�stab der E�zienz be-



135n 10000 20000 30000 40000 50000QS 176769 384709 597237 813263 1027706CQS 144434 313011 489103 668206 845909BUH 136666 293334 457233 626707 799787MDR 133719 287475 448471 614923 785066WHS 128480 276956 432789 593930 758842n 60000 70000 80000 90000 100000QS 1256810 1478399 1721488 1965730 2215907CQS 1040935 1229685 1436067 1619636 1828910BUH 974494 1152002 1333304 1515973 1699627MDR 956929 1131527 1309807 1489559 1670239WHS 925569 1094977 1267871 1442239 1617747Tabelle 7: Die Anzahl von Vergleichen f�ur gro�e n.trachtet werden. Da viele Faktoren wie geschickte Implementierung, e�zienteCodegenerierung und evtl. Auslagerung von Hauptspeicherinhalten (sogenann-tes swappen) einen starken Einu� auf die Gesamtlaufzeit haben, sind die Re-sultate jedoch mit gewisser Vorsicht zu genie�en. Zum Beispiel sind alle nichtrekursiven Funktionen f�ur den C-Compiler (gcc) als inline deklariert, so da� sichdiese Aufrufe nicht negativ bemerkbar machen. Au�erdem ist der erzeugte Codenach M�oglichkeit optimiert (Option {O2).Die betrachteten Schl�ussel sind auf der einen Seite als zuf�allig erzeugte nat�urli-che Zahlen (unsigned longs) festgelegt, wobei WEAK{HEAPSORT das Vorzei-chenbit als Reversebit verwendet. Auf der anderen Seite stellen die Schl�usselZeichenketten der L�ange 80 dar. Hier sind die Tauschoperationen durch Vertau-schung der auf Schl�ussel verweisende Zeiger verwirklicht. Die Vergleichsopera-tion durchsucht die gesamte Zeichenkette unabh�angig von dem vielleicht schonermittelten Vergleichsergebnis.Dabei steigt die Eingabegr�o�e n wieder in Zehntausenderschritten bis 100000und es werden die �uber jeweils 20 Versuche gemittelten Werte angegeben.Abbildung 33 stellt die ermittelten Ergebnisse graphisch dar.Gemessen an der CPU{Zeit schl�agt WEAK{HEAPSORT sowohl BOTTOM{-UP{HEAPSORT als auch MDR{HEAPSORT m�uhelos. Dieses Ph�anomen l�a�tsich dadurch begr�unden, da� die MergeForest{ Prozedur wesentlich schlan-



136 13 DIE SORTIERALGORITHMEN IN DER PRAXISker ist als die korrespondierende ReHeap{Prozedur. Au�erdem ist die Generie-rungsphase durch die n � 1 Merge{Aufrufe gegen�uber den ReHeap{Aufrufenbedeutend verk�urzt.F�ur QUICKSORT und CLEVER{QUICKSORT spricht die schon h�au�g erw�ahn-te kompakte innere Schleife (Sedgewick (1977)), so werden sie von WEAK-HEAPSORT trotz langer Zeichenketten und gro�en n's schwerlich geschlagen.Dennoch, f�ur recht komplexe Schl�ussel oder vorsortierten Feldern ist WEAK-HEAPSORT diesen Algorithmen vorzuziehen.Zusammenfassend l�a�t sich festhalten, da� WEAK{HEAPSORT ein auch f�urdie Praxis sehr zu empfehlendes Sortierverfahren ist.
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138 A EULERS SUMMATIONSFORMELA Eulers SummationsformelWer nichts wei�, mu� alles glauben.Marie von Ebner-EschenbachDa die Eulersche Summationsformel sowohl die Konstantenberechnung von  =limn!1(Hn � lnn) als auch die Approximation von n! erm�oglicht, wird dieserallgemeine Ansatz vorgestellt.De�nition 15 Die Bernoullischen Zahlen Bn, n � 0, sind rekursiv festgelegt:B0 = 1 und mXj=0�m+ 1j �Bj = 0: (70)Die Bernoullischen Polynome werden beschrieben durch:Bm(x) = mXk=0�mk�Bkxm�k: (71)Eine Entdeckung von Jakob Bernoulli war die Formeln�1Xk=0 km = 1m+ 1 mXk=0�m+ 1k �Bknm+1�k:Sie ergibt sich als Spezialfall der von Leonard Euler entdeckten Formel:Satz 45 Sei f : R ! R m-mal stetig di�erenzierbar. Weiterhin seien a; b;m 2Z mit a � b und m � 1. Dann gilt:b�1Xk=a f(k) = Z ba f(x)dx + mXk+1 Bkk! f (k�1)(x) jba +Rm; (72)wobei Rm = (�1)m+1 Z ba Bm(x� bxc)m! f (m)(x)dx:Falls f�ur a � x � b: f (2m+2)(x) � 0 und f (2m+4) � 0 gilt, so istR2m = �m B2m+2(2m+ 2)!f (2m+1)(x) jbaf�ur ein 0 < �m < 1.Ist zus�atzlich a = 1, b = n, F die Stammfunktion zu f und Tk(n) = Bkk! f (k�1)(n),so existiert eine Konstante C mitn�1Xk=1 f(k) = F (n) + C + T1(n) + mXk=1 T2k(n) + �m;nT2m+2(n):f�ur 0 < �m;n < 1.



139Beweis: (Graham(1989)). 2Folgerung 16Hn�1 = n�1Xk=1 1k = lnn+  � 12n � mXk=1 B2k2kn2k +�m;n B2m+2(2m+ 2)n2m+2 ;wobei  = 0:57721566 : : : die Eulersche Konstante ist.Beweis: (Graham(1989)) Setze f(x) = 1=x. Es ist f (m)(x) = (�1)m m!xm+1 undsomit f�ur alle 1 � x � n: f (2m)(x) = (2m)!x2m+1 � 0. F�ur steigende Werte von mund n kann die obige Formel nach  aufgel�ost werden und  beliebig genauapproximiert werden.2F�ur m = 0 erh�alt man  = limn!1(Hn� lnn), da sowohl B1n als auch �0;n B22n2gegen 0 konvergieren.F�ur m = 2 ergibt sich (Hn = Hn�1 + 1=n)Hn = lnn+  + 12n � 112n2 + 1120n4 + �2;n252n6 :Folgerung 17 Sei Ln =Pnk=1 ln k, Dann istLn�1 = n lnn�n+�� lnn2 + mXk=1 B2k2k(2k � 1)n2k�1+�m;n B2m+2(2m+ 2)(2m+ 1)n2m+1 ;wobei e� � p2� die sogennannte Stirlingsche Konstante ist.Beweis: (Graham(1989)) Setze f(x) = lnx. Es ist f (m)(x) = (�1)m�1 (m�1)!xmund somit f�ur alle 1 � x � n: f (2m)(x) = � (2m�1)!x2m � 0. Dennoch kann der Restdurch den ersten nicht in der Summe auftauchenden Term abgesch�atzt werden,da man genauso gut mit � lnx h�atte starten k�onnen.F�ur feste Werte von m und n kann die obige Formel nach � aufgel�ost werdenund � approximiert werden. Es ergibt sich, da� e� � p2� ist.2F�ur m = 2 ergibt sich (Ln = Ln�1 + lnn):Ln = lnn+ �+ lnn2 + 112n2 � 1360n3 + �2;n1260n5 :Da Ln = lnQnk=1 n = lnn! ist, l�a�t sich �uber die Anwendung der e-Funktionauf beiden Seiten die bekannte Approximation von n! erzielen.
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